Version vom Mérz 1999

Lutz Fiihrer, Frankfurt am Main
Logos und Proportion — Gestaltliche Aspekte von Bruchzahlbegriff und Bruchrechnung

(nach einem Vortrag in K&ln vom 30. Juni 1998)

Bei der Bruchrechnung geht vieles in die Briiche. Wir wuliten es schon aus Hart, Andelfinger,
Padberg oder Streefland als im vorigen Jahr die Mittelstufenergebnisse von TIMSS herauskamen:

(TIMSS-Beispiele zur Bruchrechnung)

Bruchrechnung gilt als sehr schwer, und es gibt eine ganze Reihe von gut belegbaren Vermutun-
gen, warum das so ist. Ich nenne nur die wichtigsten Griinde:

e . Gemeine“ Briiche werden — anders als Dezimalbriiche — kaum mit ,,normalen‘ Zahlvorstellun-
gen verbunden. Sobald z.B. a/b mit a:b identifiziert wird, wirken Vorurteile aus der Grund-
schulzeit nach: Dort galt a:b als ,,unausgerechnete Divisionsaufgabe®. Dezimalbriiche erschei-
nen als die eigentlichen Ergebnisse und werden viel eher als ,,Zahlen* akzeptiert.

e Die stindige Kopplung von zwei oder vier natiirlichen Zahlen stellt sehr hohe Anforderungen
an das Ubersichtsvermogen von Sechstklisslern.

e Nur fiir einige wenige ,,Alltagsbriiche* wird ein intuitives Verstdndnis der GroBenordnung auf-
gebaut. Nach einigen iiblicherweise sehr bemiiht anschaulichen Einfiihrungsphasen wird weit-
gehend ,,gefiihllos* gerechnet.

e Verniinftige lokale Heuristiken scheitern oft: falsche Addition, Grofenvergleich getrennt nach
Ziahler und Nenner, Ziffern- oder Summandenkiirzen, gemischte Zahlen als Produkte, Kehrwert
des Dividenden statt Divisors... Die verbeitetsten Fehlerquellen stammen nach Padberg (z.B. S.
145) aus unzuldssigen Verallgemeinerungen von an sich verniinftigen Strukturmustern wie
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Allein die ersten beiden Muster verleiten in Tests immer wieder um 25% der Schiiler zu deprimie-
renden Fehlern.

e Das Herumrechnen mit nicht-alltiglichen Briichen erscheint vielen Schiilern als formalisti-
sches, absichtlich heimtiickisches Ritual.

e Es kommen zwar Briiche im Alltag vor, aber keine ernsthafte Bruchrechnung.

Bruchrechnung kommt im Alltag kaum vor

Der letzte Punkt soll noch ein wenig erldutert werden, obwohl vieles dazu schon bei Freudenthal
1973/1983, Baireuther 1990/1998 und Profke 1991 steht. Es ist ja heute {iblich, auf Lebensweltbe-
zlige zu setzen, um Motivation, Intuition und Verfiigbarkeit in Anwendungssituationen zu stiitzen
(vgl. aktiver versus passiver Wortschatz). Nehmen wir z.B. ein paar Seiten aus dem derzeit schons-
ten Schulbuch und aus dem anspruchsvollsten der letzten Jahre:

(Schulbuchseiten: ,,Anwendungen der Bruchrechnung*



aus Lambacher/Schweizer 6 bzw. Spektrum 6)

Auch eine Auflistung der ,,5 Anwendungsaspekte nach Postel (Padberg, S. 42) wirkt eher enttiu-
schend:

(1) Bruchzahlen werden zur Bezeichnung von Groflen (z.B. von Lan-
gen, Fliacheninhalten, Zeitspannen, Gewichten usw.) eingesetzt
(Mapzahlaspekt).

Beispicle: 1m, 3cm?, § Stunde, 3 kg
Hierfiir verwenden wir im folgenden auch die Bezeichnung kon-
krete Briiche.

(2) Durch Bruchzahlen werden Beziehungen zwischen zwel Grdflen
derselben Art (z.B. zwischen Gewichten) beschrieben (Relations-
aspekt).

Beispiel: Fleisch besteht zu 2 aus Wasser.

(3) Mit Hilfe von Bruchzahlen werden auf GréBen anzuwendende mul-
tiplikative Rechenanweisungen angegeben (Operatoraspekt).
Beispiel: Nimm 2 von 2/ Sahne (bei einem Backrezept)

(4) Bruchzahlen dienen zur Bezeichnung von Stellen auf einer Skala
{Skalenwertaspekt).
Beispiel: Wasserstand l%m

(5) Bruchzahlen dienen zur Angabe von Quotienten (Verhiltnissen)
aus natiirlichen Zahlen bzw. aus GroBen (Quotientenaspekt).
Beispiele: MaBstab, Mischungsverhaltnis.

Gleich anschlielend heifit es bei Padberg lapidar: ,,Fiir die Einfithrung der Rechenoperationen sind
nur der GroBen- und der Operatoraspekt tragfiahig. Ich komme noch darauf zuriick, mochte aber
erst noch einen dritten Beleg fiir die Lebensferne der Bruchrechnung liefern.

Auch Streefland kritisiert in seiner vielzitierten Habilitationsschrift die arg gekiinstelten Veran-

schaulichungen und sogenannten ,,Anwendungen®, die das System der Bruchrechnung nicht nahe-
legen, sondern nur illustrieren:

,»The structuralistic approach ignores reality as a source for the mathematics in question, with

the result that material for producing a system is replaced by material for reproducing a sys-
tem.* (Streefland, S. 18)

Dem verspricht er nun mit einem ,,realistischen Zugang* (realistic approach) zu begegnen, der das
System iiber die schrittweise Mathematisierung realistischer Problemsituationen schiilerzentriert
erzeugt (neudidaktisch: Eigenproduktionen in addquaten, d.h. erst konkreten, dann zunehmend abs-
trakteren Lernumgebungen generieren das Standardsystem unter Beriicksichtigung der Trefferss-
chen Progressiven Schematisierung im Rahmen der van Hieleschen Lernebenentheorie):

»Instead of emphasizing the ,insightful reproduction of the system®, ..., one can take its histori-
cal complement: ,the insightful construction of the system*.” (S. 19)

Dazu stellt er eine Reihe von Prinzipien auf:

1. ... reality should serve as a source for the mathematics to be produced. That is, the mathema-
tics to which one aspires finds its origins in actual problem areas.

2. ... starting from open problem situations having a strongly generative nature. In the learning
process this means that the students, through using this material, will themselves become
constructors — producers of their own mathematics... The point, in other words, is to outline



the path taken by learning by rationally reconstructing the historical learning process. This can
prevent starting the learning process at too high a level of abstraction and, at the same time,
can help implement a gradual progression in mathematization according to an historical
example.*

3. ,,The learning process ... must be highly interactive.” (Diskussion, Zusammenarbeit, gemein-
same Auswahlen unter den Eigenprodukten...)

4. ,lines of learning are intertwined“ (z.B. nach Freudenthal: ,,Comparison and arrangement of
situations can be decided beforehand with proportions. And that is exactly what they are there
for.*)

5. ,instruction is highly interactive® (dabei Enaktiv-Ikonisch-Symbolisch-Aufbau gemil3 Bruner
beriicksichtigen)

Das historische Muster einer typischen Situation, die zur Mathematisierung durch Briiche heraus-
fordert, sieht Streefland in Verteilungsproblemen. Er zitiert wiederholt eines der dltesten, namlich
Aufgabe 5 aus dem Papyrus Rhind: ,,Verteile 8 Brote unter 10 Méannern!* Das kann man ja auf
verschiedene Weise und auf allen drei Repriasentationsebenen machen: Erst jedem ein halbes Brot,
dann jedem % und schlieBlich noch jedem ein Zwanzigstel. (So haben Fachhistoriker die merk-
wiirdigen Stammbruchtabellen zu erkldren versucht. Leider funktioniert diese Erkldrung nicht
durchgéngig; vgl. etwa Robins/Shute.) Man kann auch gleich jedes Brot in Zehntel teilen, oder —
etwas weiter hergeholt — erst die einfachere Parallelaufgabe ,,4 Brote unter 5 Méanner* durch Fiinf-
teln I6sen und dann {ibertragen... Schreibt man die verschiedenen Losungshandlungen — heutzutage
natiirlich multikulturell an Pizzas statt Broten oder Kuchen — geeignet auf, dann kommen gleich
Variationen der Bruchdarstellung in den Blick, im Beispiel etwa:

8 1,1, 1 _ g 1 _ 4,1 1, 1,1 _ 4 1_1,1 1.1
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Das 1463t sich nach Streefland noch weiter ausbauen, wenn sich 24 Kinder 18 Pizzen teilen sollen,
die sofort oder schubweise nacheinander auf einem oder mehreren Tischen zu liegen kommen. Die
verschiedenen Ldsungen, Problemreduktionen oder Sitzordnungen kénnen dann mit Diagrammen

Wwi1e

Figure 31: Each person gets 2%

beschrieben werden. Gemeint sind ,,dquivalente Teilungssituationen®, also Proportionen.

Verteilungsaufgaben, so glaubt Streefland, sind die historische, alltagspraktische und epistemolo-
gische Quelle, die zur Erfindung der Briiche und Bruchrechnung herausfordert. Deswegen sei der
virtuose, kreativ-schiilerzentrierte Umgang mit Pizza-, Rechtecks- und Streifenteilungsaufgaben
die rechte Grundlage des Bruchbegriffs. Spéter werden z.B. Preise fiir gegessene Pizzastiicke he-
rausgefunden und addiert, rechteckige FuBBboden mit zu groBen Fliesen ausgelegt und Verhiltnisse
von Verhéltnissen (Briichen) bestimmt, bevor standardisierte Schreibweisen und Regeln aus Prob-
lemsituationen herausentdeckt werden. Das alles ist im Detail sehr einfallsreich, schiilernah und



einfithlsam arrangiert, und auch die mitgeteilten Schiilerduerungen und Eigenproduktionen sind
hochst charmant und lesenswert. (In Lehrproben und empirischen Untersuchungen sind Schiiler ja
bekanntlich immer enzyklopadisch kreativ.)

Gerade weil sich Streefland schiilernah und einfithlsam um einen ,,realistic approach® bemiiht,
wird erneut deutlich, dafl es mit dem lebensweltlichen Bedarf an Bruchrechnung schlecht bestellt
ist:

e Die Verteilung von Broten, Kuchen oder Pizzas fiihrt auf die Division natiirlicher Zahlen zu-
riick, notfalls eben in kleineren Einheiten oder kontextangemessen approximativ. ,,Erst habe ich
eine Dreiviertelstunde auf dich gewartet, und jetzt wieder eine halbe!* Wer nicht weil3, da3 eine
halbe Stunde aus zwei Vierteln besteht, der geht auf Minuten zuriick. Reale Verteilungsaufga-
ben zwingen nicht zur Nacherfindung von Rechenverfahren fiir gemeine Briiche, sie legen eher
eine Ganzzahlarithmetik mit Notationen in Kommaschreibweise nahe. Davon zeugt unser Zoll-
stock und auch die babylonische Stellenwertarithmetik, die im Gegensatz zur dgyptischen
Bruchrechnung iiberlebte und bis etwa 1600 n. Chr. das Scientific Computing beherrschte.

e Teilungen von Geld und Gut sind in der Realitdt immer nur sehr beschriankt moglich und sinn-
voll. Wer siebentelt schon Pizzen?

e Waihrend die Strichrechenarten materiell handfest im Sinne von Vermehren oder Vermindern
von Pizzas, Broten, Strecken, Flichen, Zeiten oder Gewichten verstanden werden konnen, er-
fordern die Punktrechenarten, sobald zwei echte Briiche verkniipft werden sollen, formale Abs-
traktionen oder Kontextwechsel. Vermehren und Vermindern stellen hier sogar — und dies in
dramatischem Kontrast zur Grundschularithmetik — irrefiihrende Konzepte dar.

e Die Vermischung von Verteilungsproblemen mit Proportionen ist hdchst verfanglich, weil sie
die beiden hiufigsten Fehlerquellen begiinstigt, ndmlich die ,,falsche* Addition bzw. die Ver-
wechslung von Verhiltnissen mit Anteilen (man lese die vorigen Abbildungen aus Streefland
von unten nach oben).

Die Beziehung zwischen Bruchrechnung und Proportionen ist keineswegs so, dall es sich um As-
pekte desselben handelte oder daB sich das eine als Teilgebiet des anderen begreifen liee, wie es
zum Beispiel Tropfke in den dreiBliger Jahren behauptete, als man begann, die euklidische Propor-
tionslehre wegen notorischer Erfolglosigkeit aus den Lehrpldnen und Schulbiichern zu vertreiben
(vgl. Troptke 1937, S. 3, sowie das Zitat weiter unten aus Kirsch 1987, S. 259). Mit Andelfinger
glaube ich, daB3 die Vertreibung der Proportionen aus der Orientierungsstufe (und aus der Leh-
rerausbildung) ein didaktischer Fehler war, der sowohl das Verstindnis der Bruchrechnung als
auch das Verstdndnis der Proportionalitit schwer belastet hat. Ich mochte deshalb im folgenden ei-
ne Lanze fiir die friih einsetzende, aber durchgingige Behandlung von Proportionen brechen. Um
MiBverstdndnissen vorzubeugen: Ich pladiere nicht fiir die euklidische Proportionslehre und insbe-
sondere nicht fiir eine ausgedehnte Proportionsarithmetik, wie sie frither gern im Umfeld der
Strahlensédtze betrieben wurde. Und ich mochte auch die Bruchrechnung nicht abschaffen oder auf
Dezimalbruchrechnung beschranken, wie es Baireuther 1990/1998 und Profke 1991 andenken.
Wenn ich mich im folgenden hauptsidchlich mit Proportionen befasse, dann geschieht das, weil die
Probleme der Bruchrechnung jedem didaktisch Interessierten hinreichend geldufig sind. Was mir
vorschwebt ist, daBl moglichst alle Schiiler und moéglichst von Anfang an lernen, a/b und a:b kon-
textabhingig als Proportionen oder als rationale Zahlen oder als dezimale Divisionsaufgabe zu
verstehen, mit denen eigene, wenn auch teilweise iiberlappende Grundvorstellungen mit erhebli-
cher Reichweite verbunden sind. ,,Der* Bruchbegriff ist heterogen und &uferst kontextsensibel!

Grofien driicken Verhiltnisse aus

Soweit ich die einschlégige Literatur kenne, sind sich alle Spezialisten fiir Bruchrechenprobleme
einig, daB} die Schiilerschwierigkeiten weniger auf Unkenntnis oder mangelhaftem Versténdnis der
Algorithmen beruhen, sondern auf Schwierigkeiten im (intuitiven) Bruchverstindnis selbst (vgl.



z.B. Hasemann/Mangel 1999 und die dort angegebene Literatur). Insbesondere die chaméleonhafte
Wandelbarkeit, die sich im bedarfsweisen Erweitern und Kiirzen zeigt, und die merkwiirdigen Re-
geln fiir die Strichrechenarten bleiben manchen Schiilern schleierhaft, oder sie werden es, wenn
nach der anschaulichen Einfithrung nur lange

genug kontextfrei geiibt wird.

Dieiérundvorstelluny der Addition von GréBen ist den Schiilern in-

tuitiv klar. So 148t sich die ,,Addition“ von 2 Lingen, etwa von % m

und % m, auf der Reprisentantenebene leicht konkret realisieren. Die
Schiiler legen 2 Strecken oder Stabe entsprechender Linge aneinander.
Die Gesamtlinge der beiden Stibe liefert uns die gesuchte ,Summe*:
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Entsprechendes gilt beispielsweise auch fiir die ,,Addition“ von 2 Vo-
lumina - etwa él und %l —, wenn man diese Volumina durch ent-

sprechende Fliissigkeitsmengen veranschaulicht, die man dann zusam-  Den-. . Ubergang von den konkre-
_menschiittet oder auch fiir die ,Addition“ von Flicheninhalten, etwa ten Briichen zu den Bruchzahlen kann man - wie wir hier noch zum
von $dm? und 2dm?, wenn man Reprisentanten dieser Flacheninhalte AbschluB dieses Abschnittes herausheben wollen ~ auch unter dem
zusammenfaﬁt», wie es die folgende Zeichnung verdeutlicht: Blickwinkel beschreiben, daB hier de facto von den bekannten GréBen-

einheiten wie Meter, Zentimeter, Kilogramm usw. abstrahiert wird, da
sie sich bei den betrachteten Rechnungen, aber auch bei der Ordnung
nach der Gréfle und bei der Darstellung am Zahlenstrahl als - in ei-
nem gewissen Sinne - iiberfliissig erweisen. Man geht also bei dieser
2 —_— Betrachtungsweise faktisch iiber zu einer einzigen festen Grofenein-
‘gdm"*' 'zgd"'z heit, die man ,das Ganze“ oder ,die Einheit schlechthin® oder »die

natiirliche Einheit“ nennt. Diese Einheit fihrt man allerdings i.a. we-

der sprachlich noch schriftlich auf. Héchstens bei der Einfiihrung der

Im Unterricht wird man sich bei der Einfithrung der Addition von Bruchzahlen erldutert man, daB etwa % bedeutet ,,% von 1“ und daB
GréBen wegen der leichteren Veranschaulichungsméglichkeiten stark  das Bezugsganze die Einheit schlechthin ist (vgl. Oehl (1974)). Aller-
auf die Gréfenbereiche der Langen und Flicheninhalte stiitzen, und  dings bleiben — wie Kirsch (1975) zu Recht aufzeigt — die Vorstellungen

a.nderc GroBenbereiche nur in einzelnen Aufgaben ,einblenden, um  von dem, was das Ganze bzw. die Einheit schlechthin ist, zwangsliufig
einseitige Fixierungen auf eznen Grofenbereich zu vermeiden. recht vage.
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Hier zeigt sich ein altes didaktisches Dilemma: Im Rahmen des Aquivalenzklassenaufbaus oder
des Gleichungskonzepts 148t sich die volle Korperstruktur des rationalen Zahlbereichs zwar kon-
struieren und verifizieren, aber nicht als sinnvoll motivieren, schon gar nicht auf dem Abstrakti-
onsniveau von Sechstklédsslern. Thr natiirliches Bediirfnis nach handfest gegenstdndlicher Bedeu-
tung aller Gegenstdnde und Operationen macht den Riickgriff auf Gréfenbeziehungen unvermeid-
lich, obwohl diese Groflenbeziehungen durchweg schwicher strukturiert sind als der angestrebte
Zahlbereich. So hapert es beim sog. ,,GrofBenkonzept* einschlieBlich des ,,quasikardinalen® Zu-
gangs bekanntlich mit der Deutung der Punktrechenarten, wiahrend sich das sog. ,,Operatorkon-
zept (,,von“-Ansatz) gegeniiber der Anordnung und gegeniiber den Strichrechenarten sperrt.
Kummer gewohnte Praktiker greifen denn auch abwechselnd zu beiden Konzepten, um auf Kosten
aller Methodenreinheit einmal die Strichrechenarten, ein andermal die Punktrechenarten moglichst
unkompliziert und anschaulich plausibel einzufiihren.

Nun ist Methodenreinheit sicher kein Fetisch, dem man unbedingt nachlaufen sollte. Hinter der
begrenzten Reichweite beider groenbezogenen Konzepte verbirgt sich aber m.Es. eine tiefere
Schwierigkeit mit dem anschaulichen Groenbegriff selbst. Abgesehen von der pragmatischen
Faustregel ,,Mafzahl mal MaBleinheit®, scheint es in der Didaktik bis heute alles andere als klar zu
sein, was den ,,GroBenbegriff an sich intuitiv und/oder technisch charaktersieren soll.

Im Kontext der Bruchrechnung hat es sich eingebiirgert, den Grofenbegriff auf ,,divisible Biirger-
liche oder Elementare GroBenbereiche™ zu stiitzen, denen sich Gréflen wie Lange, Fldcheninhalt,



Volumen, Zeit(spannen), Gewichte oder Temperatur(differenzen) unterordnen lassen. Das ,,Gro-
Benkonzept* operiert dann in solchen divisiblen GréBenbereichen, das ,,Operatorkonzept* auf sol-
chen Bereichen, und der sog. ,,von“-Ansatz vermischt beides ein wenig, um der noch zu abstrakten
Verkettung von Abbildungen aus dem Wege zu gehen. Beim (leider) sog. ,,quasikardinalen® Zu-
gang werden einfach Stammbriiche nach dgyptischer Manier wie Malleinheiten behandelt, was den
(sonst besonders fehlertriachtigen) linear-ordnungsmafligen Umgang mit gleichnamigen Briichen
herausstellt und als geradezu selbstverstidndlich erscheinen 14Bt, die Punktrechenarten aber prob-
lematisiert.

Nehmen wir einen typischen Kurs in Bruchrechnung, wie er sich in der Schulpraxis als recht zeitsparend
und fehlerpraventiv bewidhrt hat: Fait man Briiche a/b ,,quasikardinal® als Gro3enwerte mit MaBzahl ,,a*
und MaBeinheit ,,Betel auf, so lassen sich bekanntlich Groenvergleiche, Addition und Subtraktion zu-
néchst fiir gleichnamige Briiche problemlos einfithren. Um diese Operationen auf ungleichnamige Briiche
auszudehnen, wird iiber zuldssige Gestaltwandel im Sinne ,,wertgleicher (Teilungs-) Verhéltnisse von
Maleinheiten™ nachgedacht. Dies liefert eine erste Interpretation des Kalkiils und zusétzlich die Moglich-
keit, die Division gleichnamiger und -dimensionierter Briiche als Verhéltnisbildung einzufiihren. Fiir un-
gleichnamige Briiche muf} zunichst noch ein Gestaltwandel eingeschoben werden, der sich aber bald als
iiberfliissig erweist: Das Produkt mit dem Kehrwert wird als Rechenvorteil entdeckt. Die Bruchmultiplika-
tion taucht schlieBlich als Umkehrung der Division auf und kann im Sinne des Operatoraspektes (,,von‘-
Konzept) sinnvoll interpretiert werden.

Ich mochte im folgenden die Vermutung belegen, dall schon der Begriff des ,,divisiblen GréBenbe-
reichs zu eng ist und deshalb Schwierigkeiten verdeckt, die bei jeder anschaulichen Grundlegung
der Bruchrechnung im Kontext des GrofSenbegriffs aufgeklart werden miifiten.

Arnold Kirsch, der sich mit solchen GrdéBenbereichen sehr griindlich auseinandergesetzt hat,
schreibt dazu:

»Zu Groflen gelangt man, ausgehend von realen Gegenstinden, durch einen Abstraktionsvor-
gang. Man geht dazu tiber, ‘gleichwertige’ Gegenstdnde ... nicht mehr zu unterscheiden, und
spricht dann nur noch von ‘Groflen’ der betreffenden Art (Ladngen, Gewichten, Volumina usw.).
Der Abstraktionsvorgang wird oft als Mefvorgang realisiert. Das Ergebnis der Messung ist
dann eine GroBe, geschrieben als MafBzahl und MaBeinheit; man sagt dafiir auch ‘benannte
Zahl’. Eine GroBe ist jedoch nicht genau dasselbe wie eine benannte Zahl: 5/8 m und 62,5 cm
sind zwei verschiedene benannte Zahlen, aber Namen fiir dieselbe Grofle. (Kirsch 1987, S. 52)

Man sollte erwarten, dal nun MeBBvorgidnge thematisiert und funktional beschrieben werden, statt-
dessen wird nach strukturalistischer Tradition versucht, den Gréfenbegriff als innermathematische
Angelegenheit abzuhandeln, indem divisible Gréfenbereiche als angeordnete kommutative Halb-
gruppen mit gewissen Losbarkeitsbedingungen charakterisiert werden, genauer: als Tripel aus ei-
ner Menge G, einer assoziativen und kommutativen Addition + und einer linearen Anordnung <
(Trichotomie!), wobei Gleichungen A+X = B genau fiir A<B und nX = A4 fiir beliebige neN in G
losbar sind. Als Groflen werden dann Elemente eines GroBenbereichs bezeichnet. Daf3 hier bewulf3t
eine erhebliche Begriffseinschrankung vorgenommen wird, kann man zwar im Vorwort von Kirsch
1970 explizit lesen, es wird aber in neueren Lehrbiichern, z.B. im Padberg, gern unterschlagen.
Neben den ausgeblendeten MeBproblemen und -beschrankungen fallen dabei noch ein paar Aspek-
te unter den Tisch, die alltdglichen GroBenbegriffen anhaften und insofern mdéglicherweise das
Versténdnis auf Schiilerseite belasten:

o GroBe* ist a priori mit Anordnungsvorstellungen verbunden, nicht notwendig mit Additivitat
(z.B. Skalenaspekt bei Hohen-, Temperatur- oder Zeitablesungen).

e Mitunter kann eine sinnvolle Addition definiert werden, die entweder gekiinstelt wirkt (Zeit-
spannen, Temperaturdifferenzen, Wichten, Lichtstirken, Oberflichenspannungen) oder die
Losbarkeitsbedingung verletzt (,,falsche® Addition bei Durchschnittsgeschwindigkeiten, Mit-
telwerten oder Vektorgroflen; s.u.).

e Die Trichotomieforderung (,,entweder a < b oder a = b oder a > b*) ist sehr scharf und erfor-
dert oft unnatiirliche Aquivalenzklassenbildungen. Beispiele: Durchschnittsgeschwindigkeiten



oder Mittelwerte werden iiblicherweise groBenmifBig wie Briiche verglichen. In diesen Kontex-
ten sind aber 2/4 und 4/8 weder kleiner noch gleich noch gréBer, und es ist auch keineswegs
sinnvoll, zu den Bruch-Aquivalenzklassen iiberzugehen. Vektorgrofen lassen sich oft nur par-
tiell ordnen, wenn Vertraglichkeit mit der Addition verlangt wird.

e Die allgegenwirtige Grofle ,,Geld” liefert keinen divisiblen GroBenbereich, bei N/100 oder
N/10 000 (Dollarkurse) endet die praktische Bedeutung. Genau betrachtet verlangt die univer-
selle Losbarkeitsbedingung bei fast jeder realen Grofle eine Idealisierung, man denke nur an
Praktikabilitdt (Pizzen!), an reale MeBmdglichkeiten oder an die atomare Struktur unser Welt.

e Um die Abhingigkeit von spezifischen Mafleinheiten loszuwerden, mufl man {iberdies entweder
im nachhinein isomorphe GroBenbereiche identifizieren oder GréBen von vornherein als Aqui-
valenzklassen gewisser ,,Reprasentanten* auffassen. Beides ist kaum ohne Verrenkungen mdog-
lich: ,,Die gemeinsame Eigenschaft aller (kongruenten) Strecken einer Klasse nennen wir ihre
Lange. Jede Strecke einer Klasse wird ein Reprisentant dieser Lange genannt.“ (Padberg, S.
149f.) Was ist dann mit ,,Ldnge: 5 m* gemeint? Zunédchst denkt man an ein MelBergebnis, einen
MeBwert, der ein gewisses Verhiltnis zwischen gemessener und Einheitslédnge feststellt. Wie
und wo welches Mefigerdt angelegt wurde, spielt fiir die Langenangabe keine Rolle. Ob es sich
um Strecken, Abstinde oder Skalenablesungen handelt, wird ignoriert. Soll man sich zu 5 m
erst noch eine Strecke vorstellen, deren Aquivalenzklasse [5 m] als Menge kongruenter Stre-
cken die gemeinte Linge ist? Soll dann etwa ein 5 m langer Holzstab grober Repridsentant eines
priazisen Repriasentanten der Lange sein?

Es gibt also durchaus sinnvolle praktische Verwendungen des Groflenbegriffs, die nicht in das
Korsett der sog. ,,Elementaren GroBenbereiche™ passen. Mit anderen als den von mir erwéhnten
Griinden hat das kiirzlich auch Heinz Griesel festgestellt. Mit Bezug auf éltere Vorlagen (vgl. etwa
Eulers Algebra) schldgt Griesel folgende Definition fiir den Terminus ,,Grée* vor:

,sunter einer Grofle g mit der Tragermenge 7T (= Objektbereich; L.F.) und der Wertmenge W
(MeBwerte; L.F.) versteht man eine (? L.F.) Funktion g : 7 — W, so daB gilt:

(1) Die Funktion (Grof3e) g ist surjektiv...

(2) In dem Wertebereich W ist eine Verkniipfung / : WxW — R”, (x,y) — x/y eingefiihrt, welche
die folgenden Bedingungen erfiillt:

(2a) (xy)  (v/z) = x/z (fiir alle x,y,z aus W)
(2b) x/y=1 = x =y (fir alle x,y aus W).“
(Griesel 1997, S. 265)

Griesel stellt, hauptsdchlich unter Verweis auf (endliche) Wahrscheinlichkeitsbegriffe, fest, dal3
GroBenbereich, (physikalisches) Grolensystem und Grofie (als Funktion) sehr verschiedene Dinge
sind. Auf die Frage, ob Schiilern bewulit gemacht werden sollte, da3 ,,GroBen Funktionen sind mit
einer Tragermenge als Funktionsbereich®, antwortet er unter Hinweis auf die angesprochene Klas-
senstufe 6 mit einem klaren Nein (S. 280). Ich stimme dem véllig zu. Schiilern der Mittelstufe soll-
te es vOllig ausreichen, GréBen im folgenden Sinne zu verstehen:

,Erstlich wird alles dasjenige eine Groffe genannt, was einer Vermehrung oder einer Verminde-
rung fahig ist oder wozu sich noch etwas hinzusetzen oder wovon sich etwas hinwegnehmen
1aBt... Es 148t sich aber eine Grofe nicht anders bestimmen oder ausmessen als da3 man eine
andere GrofBle derselben Art als bekannt annimmt und das Verhéltnis angibt, in dem diese zu je-
ner steht.*

(L. Euler: Vollstindige Anleitung zur Algebra, Kap. 1.1 und 1.3.)



GroBe, (physikal. GrobBe) Bez. flr einen
Begriff, der eine guantitative Aussage Uber
ein meBbares Einzelmerkmal cines physikal.
Sachverhalts, eines physikal. Objektes oder
eines physikal. Phianomens beinhaltet; physi-
kal. G. bezeichnen also Eigenschaften oder
Merkmale, die sich guantitativ erfassen las-
sen. Jede G. ist durch eine geeignete Mefivor-
schrift definiert. Die Messung einer physikal.
G. besteht in einem Vergleich der G. mit
dem als Einheit gewiihlten bzw. festgelegten
t Normal. Somit 146t sich jede G. durch das
Produkt aus Zahlenwert und Einheit darstel-
len. Die G.angabe 3 Meter (5m) bedeutet
also: 5-1 Meter (5-1 m).

Aus: Meyers grof3es
Taschenlexikon, 1983

Mir geht es hier vornehmlich um intuive Komponenten von GroBlen-, Bruchzahl- und Verhiltnis-
begriff bei Schiilern. Diese Aspekte werden bei Griesel nur ganz am Rande beriicksichtigt. Es er-
iibrigt sich deshalb an dieser Stelle, auf diverse Bedenken und Vorbehalte gegen Griesels ,,neue
GroBendefinition einzugehen. Wie er mochte ich von einer begrifflichen Uberfrachtung des Schul-
unterrichts abraten. Nach der klassischen These Wolfgang Ratichs ,,Lehre nie, was hernach ver-
gessen werden muf3!““ sollte man weder bei Schiilern noch bei Primar- oder Mittelstufenlehrern den
Eindruck erwecken, Verhéltnisse und Briiche seien dasselbe und hingen semantisch von einem ex-
pliziten GroBenbegriff ab, und dieser wiederum von Elementaren Gréfenbereichen.

Ich denke, das in Lehramtsvorlesungen verbreitete Mengenkonzept fiir den allgemeinen GrofBen-
begriff verwirrt mehr als es klirt, weil es das Operieren mit Aquivalenzklassen von MeBwerten in
einem kurzatmigen unterrichtsmethodischen Interesse in den Vordergrund riickt und dabei von der
(halb-)arithmetischen Struktur des Gegenstandsbereichs ablenkt. Dort aber entscheiden sich die ei-
gentlichen Fragen nach Giiltigkeit und Angemessenheit irgendwelcher Rechnereien — jedenfalls
nach iibereinstimmender Auffassung von Nichtmahematikern, seien es nun Schiiler, Lehrer oder
Anwender in den Wissenschaften. (Diese Einwidnde wiirde ich grundsétzlich auch gegeniiber Grie-
sels Neuvorschlag erheben.)

Halten wir — in teilweiser Ubereinstimmung mit Griesel — fiir die Schule fest: 5 m ist das Ergebnis
eines MeB3- oder Zahlvorgangs, der ein gegebenes oder gedachtes Objekt relativ auf das Standard-
mall 1 m bezieht. Wenn man so will, stellt jedes MeBverfahren eine Funktion mit (un-) gewissem
Anwendungs-= Definitionsbereich dar, die GroBBenwerte liefert. Solche MeBwerte sind ihrer Natur
nach Verhéltnisangaben. Sie bestehen aus einer Zahl und einer (MaB-) Einheit, die angibt, mit
welchem Standardmall verglichen wird und welche MeBverfahren in betracht kommen. Dall man
statt 5 m auch 500 cm sagen kann, ist nur eine sprachliche Vereinbarung. Sie driickt dasselbe Mel3-
ergebnis nach einer festen Ubersetzungsregel anders aus, z.B. 100 ¢m = 1 m. Verhalten sich nun
die Gegenstinde eines gewissen Anwendungsbereichs in gewisser Hinsicht additiv und divisibel,
dann ist es verniinftig, vom MeBverfahren Homomorphie zu erwarten und aus den fiir rationale
oder reelle MeBwerte oder MeBwerttupel verfligbaren Arithmetiken hypothetische Riickschliisse
auf den jeweiligen Gegenstandsbereich abzuleiten.

Leider wird die Beziehung zwischen Gegenstandsbereich, euklidischer Geometrie und rationalem
oder reellem Wertevorrat weder im alten Mengenkonzept Kirschs, noch im ,,neuen® Funktionskon-
zept Griesels hinreichend geklart. Ich mochte deshalb wenigstens andeuten, dafl die Geometrie
nicht origindr zum GroéBenkonzept gehort, sondern lediglich bei gewissen Groflen eine Katalysator-
rolle spielt: Zu euklidischen Geometrien gehoren bekanntlich gewisse Metriken, Vergleichs- und
MeBverfahrensregeln sowie mithilfe des Kongruenzbegriffs abgeleitete Malle fiir Strecken, Fla-
chen, Volumina usw., d.h. fiir ideelle Objektbereiche und MeBverfahren, die Sechstkldsslern nicht
unbedingt ,,anschaulich* sind. Im ideellen Kontext von Strecken macht die Aussage ,,Strecke der
Lange 5 m* erst Sinn, wenn die hinzugedachte euklidische Geometrie an die Modellierung eines
physischen Gegenstandsbereichs gebunden wird. Es ist also zumindest verwirrend, wenn der Gro-



Benbegriff losgelost von Mef3- und MaBlproblemen an Strecken oder anderen Abstrakta illustriert
wird. Ob Kirsch oder Griesel — Grofen als innermathematische Angelegenheit zu behandeln ist nur
formalistisch zu rechtfertigen, weil es Erkenntnismoglichkeiten der Wirklichkeit im Namen ir-
gendwelcher idealistischen, in Wahrheit aber zeitgebundenen Stringenzvorstellungen ausblendet
und folglich beschneidet. Dal weder Additon (Kirsch) noch Multiplikation bzw. Proportionalitét
(Griesel) a priori zum Grof3enbegriff gerechnet werden sollten, belegt auch die folgende Tabelle:

PHYSIKALISCHE GROSSEN UND IHRE EINHEITEN ]
IM INTERNATIONALEN EINHEITENSYSTEM (S1)
GroBe (Formelzeichen) Si-Einheit
Name (Einheitenzeichen) Zusammenhang mit anderen SI-Einheiten
- tBq=1s !
Aktivitat (4 Becquerel (Bq) ,
Arb‘c‘“;‘w‘)’ o gy 1V= 1 Nm = 1 Ws = Im? kgos 2
Belichtung (Hy) Luxsckunde (Ix s) } l[§ 87=| 1]1:1 m —Sz'idl \:d srem ?
Beleuchtungsstarke (£y) Lux (Ix} - - ’
Beschleunigung (u) Meter durch Sekundenquadrat (m/s?)
Dichte (p) Kilogramm durch Kubikmeter (kg/m?)
Drehimpuls; Impulsmoment; Kilogramm mal Quadratmeter
Drall{L) durch Sekunde (kg - m?/s) I Nm = 1m?k N
Drehmoment: Kraftmoment (M) Newtonmeter (N m) | P m—71 N“f‘m,zgfl - )
Druck (p) Pascal (Pa) = N Ws 1 kees ?
Energie (W) Joule () | (‘\— ‘1 Jm k_"‘ jr zfn 3 g-s
Energiedosis; Gray (Gy) = g = imoes
Aquivalentdosis (D) Ly 2 -3
Encrgiedosisrate, -leistung; Gray durch Sekunde (Gy/s) IGy-s7' = 1m*s
Aquivalentdosisrate,
leistung (D) T 3oA-1t
Feldstirke, elektr. (£} Volt durch Meter (V/m) PVem f=imekgesTA
Feldstiirke, magnet. (H) Ampere durch Meter (A/m)
Fliiche (A) Quadratmeter (m?) Cm= = 1m A
FluBdichte, elektr.; Coulomb durch Quadratmeter (C/m?) ‘m m =S
Verschiebungsdichte (D) _ ) S3 a1
FluBdichte, magnet.; Induktion {B) Tesla (T) : \ij ! ‘I"SV m ﬁn; kkg's ,z'*;,,
FluB, magnet.; Induktionsfluf} (¢) Weber (Wb) {H :1 vs XEes
Frequenz {f, v) Hertz (tz) z=1s
Geschwindigkeit (v) Mecter durch Sekunde (m/s) (N =1 K 5
Gewichtskraft (G) Newton (N) INs = lm kg5t
Impuls; Bewegungsgro e (p) Newtonsekunde (N's) 1 '“5_7‘ Vs. A S L m?- k 2 A2
Induktivitit (L) Henry (H) AT
lonendosis (J) Coulomb durch Kilogramm (C/kg) ke = Ske
fonendosisrate, -feistung (j) Ampere durch Kilogramm (A/kg) _ L o1 _ _ 2
Kapazitit, elektr. (C) Farad (F) } ;-_‘1‘ \1/< f=lAsS VT = m kg st A
Kraft (F) Newton (N) = 1m-kg-s
Kl'al[ttllt)xrlcrlt: Drehmoment (M) Newtonmeter (N m 2 T
Kreisfrequenz () reziproke Sekunde {)SAI] INm = im? kg-s2
Lgdung, elektr. (Q) Coulomb (C) 1C = 1 As
*]I:ane U} Meter (m) T $
eistung (P} Watt (W - _
Leitfahigkeit, elektr. (;,a, 1) Siemens)durch Mcter (S/m) 1‘;"/ = 11570 = INm-s™ = 1m? kg5
Leitwert, elektr. (G) Sicmens (S) / ‘m” = 1:‘1\ Viiom™ = 1m=3. kg 1.63. A2
* Lichtstiirke (fy) IS=1A-V' = im2.kg .5 A2

Leuchtdichte (Ly)
Lichtmenge (Qy)
Lichtstrom (¢y)
* Masse (m)
Oberflichenspannung (o, ')
Permeabilitit (y)
Schallintensitit (J)
Spannung, elektr.; Potential-
differenz, elektr. (U')
* Stoffmenge (n)
*Stromstiirke, elektrische n
* Temperatur, thermodynam. (T, @)
Trigheitsmoment (J)
Viskositiit, dynam. (i)
Viskositiit, kinemat. (v)
Volumen (V)
Wiirmekapazitiit (C); Entropie (S)
Wirmekapazitit, spezif. (¢)

Wiirmeleitfahigkeit ()

Wiirmemenge (Q)
Wirmestrom (@)

Wichte (;)

Widerstand, elektr. (R)
Winkel, ebener (z, £,7,...)
Winkel, riiuml. ()
Winkelbeschleunigung ()
Winkelgeschwindigkeit (1)
*Zeit (f)

Candela (cd)

Candela durch Quadratmeter (cd/m?)
Lumensekunde (Im s) i
Lumen (Im)

Kilogramm (kg)

Joule durch Quadratmeter (J/m?)
Henry durch Meter (H/m)

Watt durch Quadratmeter ( /fm?2)

Volt (V)

Mol (molj

Ampere (A}

Kelvin (K)

Kilogramm mal Quadratmeter (kg - m?)
Pascalsekunde (Pa - s)
Quadratmeter durch Sekunde (m?/s)
Kubikmeter (m?)

Joule durch Kelvin (J/K)

Joule durch Kilogramm und Kelvin
U/(kg - K))

Watt durch Meter und Kelvin
(W/(m - K))

Joule (J)

Watt (W)

Newton durch Kubikmeter (N/m?)
Ohm (Q)

Radiant (rad)

Steradiant (sr)

Radiant durch Sekundenquadrat (rad/s?)
Radiant durch Sekunde (rad/s)
Sekunde (s)

2

m? - kg-s”
g5’

——

m?.

* Basisgréfien des Internationalen Einheitensystems (ST). H

Aus: Meyers groRes Taschenlexikon, Ausg. 1983
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Auch Kirsch scheint eine epistemologische Diskrepanz zwischen intuitivem GréBenverstindnis
und rein innermathematischen Definitionsversuchen bemerkt zu haben, wenn auch etwas widerwil-

lig:
,unter einer Proportion oder Verhiltnisgleichheit versteht man eine Aussage(form) der folgen-
den Form:

a verhilt sich zu b wie ¢ zu d
a und b stehen im gleichen Verhiltnis wie ¢ zu d.

Dabei sind a und b zwei gleichartige Groflen (etwa Léngen), ebenso ¢ und d (etwa Flachenin-
halte). Diese alte, aber durchaus noch gebriuchliche Ausdrucksweise siecht man heute als
gleichbedeutend mit der folgenden an:

a:b=c:dbzw. a/b=c/d.

Hier ist das Verhaltnis a:b nichts anderes als der Quotient a/b der Groflen a und b, worunter
man einfach eine geeignete (positive, reelle) Zahl versteht; entsprechend fiir c¢:d. Somit sind die
Ausdriicke Proportion und Verhéltnis heute entbehrlich, und demgeméal findet man sie kaum
noch in modernen Darstellungen der Mathematik.

Es ist nun bemerkenswert, da3 der Begriff des Verhéltnisses begriffsgeschichtlich dem der
(reellen bzw. rationalen) Zahl vorausgeht und insofern geeignet ist, zu einer Antwort auf unsere
Frage (“Was ist eine Zahl?’) beizutragen. Und zwar haben schon die Griechen ohne Benutzung
von anderen als natiirlichen Zahlen eine prézise Definition der Verhiltnisgleichheit gegeben. In
heutiger Ausdrucksweise handelt es sich dabei um eine Relation zwischen Grofenpaaren...
(Kirsch 1987, S. 259)

Kirsch skizziert dann die Eudoxische Definition der Verhiltnisgleichheit nach dem 5. Buch von
Euklids Elementen und bewundert gebiihrend, dal3 sie auch fiir irrationale Groéfenverhéltnisse
palit.

Eudoxos’ Definition der Verhéltnisgleichheit
(Euklid V, Def. 5; vgl. Schreiber, S. 16f.)
Gleichartige kommensurable Grofien a, b:
a:b wiem:n < Jeca=m-enb=n-e
Paarweise gleichartige GréRRen a, b bzw. ¢, d:
ab wie ccd ;& Vmn:(im-akn-b & m-ckn-d) ,

wobei k beidemal kleiner, gleich oder groRer bedeutet.

(Vervielfachungen liefern dieselben Grofienverhaltnisse,

im divisiblen Fall: ¥ m,n: %k 2o € &)
n m n m
Geht man zur Bruchschreibweise und -anordnung Uber, dann bedeutet die Gleich-
heit nach Eudoxos, dall a/b und c/d die gleichen rationalen Naherungswerte
(ne)(me) bzw. (nE)/(mE) fur irgendwelche ,Einheiten“ e bzw. E haben.

Ich kann hier nicht ndher auf die hochst delikate Proportionslehre in den Biichern 5 bis 9 der Ele-
mente eingehen, mochte aber festhalten, da3 in der Tat manches dafiir spricht, den heutigen Zahl-
begriff genetisch auf Grofenverhéltnisse zu stiitzen, dal es aber nur in formalistischer Sicht halb-
wegs zu rechtfertigen ist, Relationen zwischen Gréffen mit rationalen Zahlen zu identifizieren.
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Nimmt man Mathematik nicht als geistreiches Glasperlenspiel, sondern als auf Erkenntnis physi-
scher oder geistiger Realitdten gerichtetes Bemiihen, dann macht es einen groflen Unterschied, ob
man von 9 m : 3 m (GréBenverhéltnis) redet oder von 9/3 = 3 (GréBenwert, Mallzahl, MeBergeb-
nis). Ersteres spielt sich in einem Grolenbereich ab, letzteres in einem anderen, ndmlich in dem
sachfremden ZahlgroBenbereich Q. Durch das Kiirzen der Einheiten m geht zu rasch Realitétsbe-
zug verloren, und durch die Verabredung, 9/3 mit 3 zu identifizieren, auch noch jede Gestaltinfor-
mation. Ich bin iiberzeugt, dafl Kirsch sehr nahe bei Euklid ist, wenn er am Schlul} des Zitats von
einer Relation zwischen GroBBenpaaren spricht. Leider entfernt er sich anschlieBend gleich wieder
mit Riesenschritten von diesem Gedanken, wenn er ihn mit dem modernen Zahlbegriff, insbeson-
dere mit Irrationalzahlen, in einen Topf wirft. Von Euklid bis Newton wurden geometrische Unter-
suchungen in der Gedankenwelt von Proportionen durchgefiihrt, nicht weil die moderne Bruch-
rechnung fehlte (man kannte dafiir ja die babylonische und dgyptische), sondern weil man wirkli-
che Verhdltisse im wahrsten Sinne des Wortes beschreiben und studieren wollte, nicht innerma-
thematische. So hat es wohl auch Euklid gesehen und deshalb die jiingere Eudoxische Grofenlehre
in Buch 5 vor die dltere pythagoreische Zahlentheorie der Biicher 7-9 gestellt.

Ich mochte es so ausdriicken: Briiche sind sehr spezielle Verhiltnisse, ndmlich solche, die gegen-
iiber Erweitern und Kiirzen invariante Strichrechnungen erlauben, weil sie Teile relativ zu ein und
demselben/denselben Ganzen bezeichnen. Der Verhiltnis- oder Proportionsbegriff setzt diese Re-
lativierung nicht voraus, Proportionen beschreiben — anders als Briiche — auch innere Teilungen im
Sinne eines qualitativen Gestaltmerkmals. Im Kontext von Proportionen sind drei Operationsfor-
men natiirlich, die Verkettung (Operatormultiplikation), die Verhéltnisbildung (Division) und die
»falsche® Addition (vgl. Euklid VII.12-14). Eine Subtraktion ist mdglich, aber meist bedeutungs-
los. Deshalb ist es sachlich irrefiihrend, die Regeln der Bruchrechnung auf beliebige Proportionen
anzuwenden. Diese Feststellung ist didaktisch brisant, weil Proportionen im Gegensatz zum Re-
chenzahlbegriff von Briichen lebensweltliche Bedeutung haben, auf die sich die Intution von
Nichtmathematikern immer wieder stiitzen mufl. Die Identifikation des Proportionsbegriffs mit
dem auf Bruchrechnung hin ausgelegten Bruch(rechenzahl)begriff ist irrefiihrend.

Die Bruchrechnung ist eine innermathematische Angelegenheit, deren Bedeutung als Propddeutik
der Algebra (vgl. dazu Freudenthal 1973/1983) im Sinne einer demokratischen Breitenbildung
nicht unterschétzt werden sollte. Die Brucharithmetik dient (wie auch die nagativen Rechenzahlen)
dazu, Gleichungen und Terme zu einem flexiblen, universellen Ausdrucksmittel fiir Zusammen-
hinge, Strukturen und Gestaltmerkmale zu machen und von verwirrenden Fallunterscheidungen zu
entlasten. Fiir Zwolfjdhrige sind das keine iiberzeugenden Motive, sie bediirfen einer gereifteren
Perspektive, um einen Kalkiil fiir Abstraktionen recht wiirdigen zu konnen. Ob Bruchrechnung
(moglichst) alle Zwolfjdhrigen gelehrt werden soll, kann deshalb nicht aus deren aktualen Bediirf-
nissen und Perspektiven heraus entschieden werden. Es ist kein Motivationsproblem, sondern ein
Problem der curricularen Zielsetzung, und in diesem Rahmen spricht viel dafiir, den bescheidenen
Abstraktionsgrad der Bruchrechnung dann zuzumuten, wenn es das Eintreten in die formal-
operationale Entwicklungsphase erstmals zuldBt: Der kalkiilmiBige Umgang mit Abstraktionen
bedarf ndmlich erheblicher Gewdhnung, ohne die alle Optionen auf Teilhabe an der technisch-
naturwissenschaftlich-mathematisch durchdrungenen Arbeits-, Medien- und Wirtschaftswelt stark
beschnitten wiirden. Der lebensweltliche Bezug des Bruchbegriffs, der Zwoélfjahrigen viel zugéng-
licher ist, steckt jedoch nicht in seinem Bezug zur Algebra, sondern in seinem Verhdltnisaspekt,
und dieser hat substanziell andere Konnotationen innerhalb und auBerhalb der Mathematik.
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Verhdiltnisse (Proportionen) sind natiirlicher

Vergessen wir also voriibergehend die ganze Bruch-
rechnung, und konzentrieren wir uns ein wenig auf
die Idee, gestaltliche Verhéltnisse mit Zahlenpaaren
zu beschreiben. Wo dringt sich das auf?

Ein Text fiur Schiler:

Beim Messen oder Rechnen bekommt man einzelne
Zahlen heraus, z.B. 2 m oder 3. Manche denken so:
Steht das Ergebnis fest, dann kann man die Aufgabe
vergessen und hat den Kopf frei fir alles weitere. Nur
das richtige Ergebnis zahlt. Warum sollten wir sonst
messen und rechnen?

Nun, wir messen oder rechnen, weil wir etwas Uber
Zusammenhénge herausbekommen wollen. Wer die
Zusammenhange nicht kennt oder vergessen hat,
kann mit den 2 m oder mit der Drei gar nichts anfan-
gen. Einzelne Zahlenwerte sagen nichts Uber Zu-
sammenhange. Mit Zahlenpaaren ist es schon etwas
anderes: Bei 2 : 3 oder bei 2 m in 3 h oder bei (2;3)

oder bei % kann man sich eher etwas denken, viel-

leicht ein FuRballspiel, eine Schnecke, einen Punkt im
Quadratgitter und ein groRes Stick von einem Ir-
gendwas. Zahlenpaare beschreiben Zusammenhan-
ge. Sie tun das viel besser als zwei einzelne Zahlen,
weil sie eine Verbindung zwischen den beiden anzei-
gen. Die Zwei und die Drei werden im Verhaltnis zu-
einander gesehen. Mathematische Verhaltnisse be-
schreibt man mit Zahlenpaaren, die mit Verbindungs-
zeichen wie , : “, , /% , (... ; ...) “ oder einem ,Bruch-
strich® zusammengehalten werden. Der Doppelpunkt
wird bei Verhaltnissen nicht als ,geteilt durch®, son-
dern wie beim Fufiballergebnis mit ,zu“ gelesen und
bedeutet keine Auffordung zum Dividieren. (Er soll
nur ans Dividieren erinnern. Wer Bruchrechnung
kann, wird den Grund leicht einsehen.)

Zahlen- und GroRenverhaltnisse, verbundene Zah-

lenpaare, kommen viel 6fter vor als die meisten meinen. Darauf wollen wir im folgenden aufmerk-
sam machen, und wir wollen auch herausfinden, wann zwei Verhaltnisse ungefahr gleich sind. Das
ist gar nicht einfach, aber aus zwei Griinden wichtig: Zahlenverhaltnisse verwirren nur, wenn wir sie
nicht richtig einschatzen kénnen. Und: Obwohl jeder ein Geflihl fir GréRenverhaltnisse hat, tun sich
viele beim Vergleich von Verhéltnissen schwer und wundern sich spater, warum ihnen die Bruch-

Schuhinstitut Offenbach fz} . :

KinderfiiBe werden imm%f'
linger und schmaler

Innerhalb der letzten 30 Jahre sind die
FiiBle der Kinder bis zu einem halben Zen-
timeter in die Lénge gewachsen. Das hat
das Schuhinstitut in Offenbach ermittelt.
Midchen legten mit ihren FulimaBen auf-
fallend mehr zu als Jungen, erlduterte der
Orthopidde Thomas  Wessinghage  aus.’
Mettlach in Frankfurt. Det Grund sei die
Vorpubertit der Madchen, die sie im Ver-
gleich zu 1960 frither durchlebten: Das In-
stitut, Sprachrohr von Produzenten und
Handel der Schuhbranche, stiitzt sich auf
‘Untersuchungen an 3100 Kindern im Al-
ter zwischen drei und 14 Jahren.

" Der Trend zum. grofien FuB geht mit
einer Entwicklung zu schmalen Maflen
einher. In der Breite haben die kindlichen
Fiifle seit 1960 bis zu 2,3 Millimeter ;ab-
genommen®. Die Tendenz zu ,Jang und
schmal® entspricht Beobachtungen einer

-allgemeinen Verschlankung des Men—

schen, sagte der Mediziner.

Fullschéden fithren die Experten vor al-
lem auf nicht passende Kinderschuhe zu-
sHligkydie hinfig schon bei.Babys.im Alter.
von einem Jahr zu kurz Bemessen: seien.
LDies schadet den Fiilen, FuBschiden
entwickeln sich bald, ohne daf es die Kin-
der und ihre Eltern zuniichst merken®,
stellte 'der Geschiiftsfiihrer des Schuhin- .
stituts, Philipp F. Urban fest. Die Schuh-
branche hat vor Jahren gemeinsam mit
Fachirzten' das ~ Weiten-MaB-System.
(WMS) entwickelt, dag normierte Kinider-
schuhe in drei Welten festschreibt und da- -
mit genau passende  Fuflbekleidung fiir
Heranwachsende garanhert 1he ;

aus: Frankfurter Rundschau, 22.04."96

rechnung immer ,in die Briche® geht. Dort wird namlich mit Verhaltnissen herumgerechnet.
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Barbie aus Wunderlich, 5. 5 Polyklets Speertriger aus Bammes, 5, 46

Was unterscheidet den Kérperbau? (Versuch’s mit feineren Rastern!)

Polyklet war nach der griechischen Uberlieferung der erste, der einen Proportionskanon fiir den
menschlichen Korper aufgestellt hat. Uns ist das von Vitruv iiberliefert, der wiederum in der Re-
naissance eifrig studiert wurde, z.B. von Brunelleschi, da Vinci, Caesariano, di Giorgio und Diirer.
Zu Euklids Zeiten hiel Verhéltnis ,,logos®, und Verhéiltnisgleichheit ,,analogia“. Dem ersten hafte-
te damals eine ganz geldufige Doppelbedeutung im Sinne von Verhiltnis und Vernunft an, was in
der ilteren lateinischen Ubersetzung ,,ratio gut zum Ausdruck kam. Der Analogie haften heute
Konnotationen wie dhnlich, gleichlaufend, sinngeméal gleichartig u.4. an. Aus diesem Wort wurde
dann das lateinische Wort Proportion (im Sinne von Proportionsgleichung), das wiederum im kol-
lektiven Bewultsein mit Ebenmal3, Wohlgestalt, Regelmal3, Angemessenheit, Wohlabgestimmtheit
u.d. assoziiert ist. Man denke nur an Worter wie ,,wohlproportioniert®, ,iiberproportional* oder
»Proporz®. All das verweist eher auf dsthetisch-moralische Kategorien denn auf Probleme der Gii-
terverteilung. Ganz zu schweigen von den zahllosen Konnotationen des Wortes ,,Verhdltnis“ in un-
ser Umgangssprache.

Die griechische Uberlieferung war freilich nicht ganz frei von Nationalismen:
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Es gibt einige unfertige dgyptische Wandmalereien, bei denen das zugrundeliegende Raster zur
proportionsgerechten Ubertragung des Entwurfs noch zu sehen ist. Man kann sich auch kaum vor-
stellen, daB groflere Monumente — noch dazu bei Serienfertigung — ohne Rasteriibertragung in
Stein gehauen werden konnten. Dal} die dgyptische Konigselle recht genau 52,4 ¢m lang war, ent-
nahm man natiirlich Proportionsrechnungen an iiberlieferten GroBbauten. Papyrus Rhind, Aufg.
56-59, handeln vom Riicksprung (seqed; babyl.: sa-gal = weg essen), um den die Seiten der Che-
ops-Pyramide zuriickspringen, wenn man jeweils eine Elle aufsteigt (Cotangens)... Thales wird
nachgesagt, er habe den Pharao iiberrascht, als er aus der Schattenldnge eines Stabes eine Pyrami-
denhdhe herausfand. Die antiken Léngen- und Breitenbestimmungen beruhten durchweg auf Gno-
monverhéltnissen. Nach Nikomachus war die Proportionenlehre unentbehrlich fiir alle Naturwis-
senschaften, fiir die Musik(theorie), die Sphérik (=Erd- und Himmelskunde) und fiir die Kurven-
theorie. Bis in Eulers Zeit wurden mechanische und analytische Untersuchungen grundsétzlich in
Proportionsform gedacht. Z.B. bestand lange Unklarheit {iber die Bedeutung von Zahler und Nen-
ner im Differentialquotienten, demgegeniiber verstand Newton Ableitungen (Fluxionen) sehr an-
schaulich im Sinne von (dy/df) : (dx/d¢).

Ich nenne jetzt noch einige Beispiele in ungeordneter Reihenfolge, in denen heute noch Verhilt-
nisangaben tiblich sind:

Spielergebnisse, z.B. Tor- oder Satzergebnisse

Formatangaben, z.B. bei DIN-Rechtecken

Chancen, z.B. bei der SKL

Malstibe, z.B. Landkarten, techn. Zeichnungen, ..., Gulliver
Blattstellungen (Fibonacci-Folge)

Leistungen, z.B. Klassenarbeits- oder Geschwindigkeitsvergleiche
Benzinverbrauch

Lohn- und Preiserh6hungen

A A A o

gerechte Teilungen, z.B. bei Unterhaltsprozessen

H
e

Zahnradiibersetzungen

[
[

. Steigungen am Berg

—_
[\

. Indexzahlen, z.B. pro-Kopf-Einkommen
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14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.
27.
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Mischungsverhiltnisse, z.B. Kochrezepte oder Gewichtung von Punkten beim Abitur
Gebrauchsformen, z.B. Typographie

Quotientengroflen, z.B. Geschwindigkeiten, Wachstum, Lebenserwartung, Ware-Preis-Rela-
tion

relative Haufigkeit/Wahrscheinlichkeit, z.B. Pi-Bestimmung nach der Mte.-Carlo-Methode
klassische Musiktheorie

Dreisatz

Falsche Ansitze (Regula falsi, Taylor-Formel, Algebraische Analysis)

Ahnlichkeit

Strahlensdtze

Steigung von Geraden

trigonometrische Verhéltnisse (vgl. Herbart)

Differenzenquotienten (vgl. Kettenregel in Leibnizscher Schreibweise)

Teilverhéltnistreue als char. Eigenschaft liearer Abbildungen, z.B. in der Darstellenden Geo-
metrie

in Redewendungen wie ,,VerhéltnisméBigkeit der Mittel* (vgl. Rousseau, Contrat Social, 3.1)

bei relativierten Aussagen, z.B. Komparativen

Diese Liste 148t sich zweifellos noch betriachtlich verldngern, z.B. so:

(Folie: TIMSS — Klasse mit 28 Schiilern
& Malle-Aufgabe: ,,Auf 6 Studenten kommt 1 Professor...*)

Es sollte aber schon deutlich geworden sein, dal Verhéltnisangaben erheblich 6fter gebraucht
werden als die Grundrechenarten mit Briichen. Das Entscheidende ist in den meisten Féllen die
Formangabe durch ein Zahlenpaar, nicht das Ausdividieren, Multiplizieren oder Addieren. Zur
Formangabe gehort dafiir die mehr oder weniger scharfe Einschédtzung, ob zwei Verhiltnisse
gleich oder ndherungsweise gleich sind. Die Frage, wann letzteres der Fall ist, kann auf dem Ni-
veau von Klasse 6 auBerordentlich spannend sein — man gehe nur einmal die obigen Beispiele dazu
durch. Mathematischer wird das ganze, wenn man auf folgende Aktivititen iiberleitet:

(fast-Freihandzeichnen, Streckenmodell, Rechtecksmodell, Z—;; ~ %)

Die ,falsche* Addition
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4.4.2 Typische Fehler und mégliche Ursachen

4.4.2.1 Bruchzahl plus Bruchzahl

Die Fehler massieren sich hier weit iiberwiegend auf ein Fehlermuster,
némlich auf das Muster A 1: § + § = gi_w‘i.

Als Ursachen fiir dieses Fehlermuster A 1 kommen folgende Faktoren
in Frage:
- Unscharfe, anschauliche Bruchvorstellungen, wie das folgende Dia-
gramm belegt (vgl. auch Peck/Jencks (1981)): (Vgl. die folgende
Seite oben.)

2 L

5 3
ZZ =
Z Z

AN

Z

/

oW

\
W

~ Verwechslung bzw. Vermischung der Addition von Briichen mit
der im téglichen Leben héufiger vorkommenden Addition von Ver-
haltnissen (vgl. Borasi/Michaelsen (1986)):

Hans hat zunichst 3 von 5, danach 2 von 4 Spielen gewonnen. Er
hat insgesamt 5(= 3 + 2) von 9(= 5 + 4) Spielen gewonnen.

- Ubertragung der vom schriftlichen Addieren bei den natiirlichen
Zahlen vertrauten Strategie Verkniipfe Gleichartiges (dort Einer
plus Einer, Zehner plus Zehner usw.) auf das Addieren von Briichen
(hier Z&hler plus Zihler, Nenner plus Nenner bzw. Addition der
Zahlen oben und getrennte Addition der Zahlen unten) und Ge-
winnung so eines formal korrekt aussehenden Ergebnisses (vgl.
Daubert/Gerster (1983)).

— Mingel im Bruchzahlverstindnis: Der Bruch benennt fiir diese
Schiiler nicht eine Zahl, sondern besteht aus zwei voneinander
unabhdngigen natirlichen Zahlen, die entsprechend getrennt ad-
diert werden. Die Tendenz hierzu konnte bei Benutzung des Ope-
ratorkonzepts verstirkt werden, da dort die Bruchoperatoren in
weitgehend selbstindige Komponenten (Multiplikations—, Divisi-
onsoperatoren) zerlegt werden.

- Ubertragung des rechnerisch sehr leichten und einprigsamen Mul-
tiplikationsrahmens (oder -frame; vgl. Goffmann (1974)) auf die
Addition, wobei dieser fehlerhafte Transfer bei einem Beginn der
Bruchrechnung mit der Multiplikation besonders naheliegt.

Aus: Padberg, S. 91f.
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Wir haben schon weiter oben bemerkt, da3 fiir manche Quotientengréflen die ,,falsche* Addition
@, d.h. die zeilenweise, nicht nur naheliegend, sondern angemessen ist. Das ist z.B. bei Mittelwer-
ten oder Durchschnittsgeschwindigkeiten so, und grundsétzlich bei fast allen vektoriellen Grofen.
Dort ist — anders als bei den Elementaren Gro3enbereichen — i.allg. keine lineare Anordnung sinn-
voll oder strukturvertridglich méglich, man denke z.B. an komplexe Zahlen oder GroBlen oder an
die folgende korrekte @-Addition von Durchschnittsgeschwindigkeiten bzw. Mittelwerten:

1 1 2

2 1 3

Nimmt man zur Veranschaulichung von Verhéltnissen innen geteilte Strecken, dann ist die ©-
Addition ganz natiirlich. Bei Rechtecksdarstellungen wirkt sie freilich gekiinstelt, wenn nicht zu-
fallig zwei entsprechend liegende Seiten gleich sind (oder gleich gemacht werden).

(Folie: Strecken- und Flachenaddition)

Beliebte Argumente gegen die ,,falsche* Addition sind, daf3 in

m-a n-c e

mb nd f

das Ergebnis e/f massiv von m und n abhingt und zwischen den Summanden liegt statt rechts da-
von. Das zweite Argument der Monotonieverletzung gibt man freilich schon bei der Multiplikation
notgedrungen auf, und das erste Argument iiberzeugt auch nur, solange man bei a:b an a/b und
nicht an Paare (a;b) denkt. Tatsidchlich wurde die Mittelwerteigenschaft gern herangezogen, um
Zwischenwerte fiir zwei Briiche oder Verhéltnisse zu erzeugen (,,Chuget-Mittel*), bevor die Dezi-
malzahlen nach 1600 mit den Logarithmentafeln in Gebauch kamen.

Beispiel: Um 500 n.Chr. wurde in China und im 16. Jahrundert in Holland der zauberhafte Nihe-
rungswert 11 3\3 55 fiir n entdeckt, dessen Auftauchen unter den Kettenbruchnéherungen
erst spater erkannt wurde. Man nimmt an, daf3 der chinesische Entdecker dhnlich wie der
holldandische vorgegangen ist: falsche Addition zwecks Mittelwertbildung aus gewissen

: : ) S 6 _ 132 10 _— 223
Darstellungen der archimedischen Werte, zB. 35 = 35 = 2> und 35 = =5

Das folgende Ergebnis rechnet man leicht nach: Durch geeignete Wahlen von m und » lassen sich
alle Briiche zwischen a/b und c¢/d erzeugen (vgl. auch Hischer 1998). Wer das, wie ich, iiberra-
schend findet, kommt vielleicht darauf, daB3 (a;b)+(c;d) die Diagonale im Vektorparallelogramm
darstellt und dal} das Erweitern und Kiirzen dort nichts anderes bedeutet als ein ,,Herumrutschen®
auf den jeweiligen Ursprungsgeraden, bevor addiert wird. Die zu den verschiedenen Additionser-
gebnissen (e;f) gehdrigen Aquivalenzklassen (=Ursprungsgeraden) fiillen den Doppelkegel zwi-
schen L(a;b) und L(c;d) (in der rationalen Ebene) aus! Hier bewéhrt sich die vektorielle Darstel-
lung der Verhiltnisse a : b,c:dund e : f.

Stellt man ,,alle Briiche in einem Zadhler-Nenner-Koordinatensystem
geordnet dar, so sind das Ausstreichen von ,,iiberfliissigen®, weil wert-
gleichen Briichen, das Aufsuchen von Ursprungsgeraden ohne Schnitt
mit den ,,Bruchpunkten* (Irrationalzahlen! vgl. Freudenthal 1973) oder
auch das Studium von ,,Quadratbriichen* duflerst lehrreich...

Es zeigt sich, da3 Verhiltnisse — anders als Briiche — starke Verbindungen zu Steigungen und pro-
portionalen Funktionen haben und daf3 ihr Begriffskern eher in der Gestalterhaltung modulo Ver-
groberungen und Verfeinerungen liegt als in der algebraisch flexiblen Verfligbarkeit. Die (Fast-)
Gleichheit von Verhéltnissen ist der tiefere und praxisnidhere Begriff. Verhéltnisse sind mitnichten
dasselbe wie Briiche!
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Schaut man sich die oben genannten Beispiele fiir die alltdgliche oder mathematische Verwendung
von Verhiéltnissen darauf hin an, ob eine Addition und ggfs. welche Addition jeweils sinnvoll ist,
dann erscheint die ,,falsche* Addition oft als natiirlicher als die Bruchaddition. Die Bruchrechnung
rekurriert in der Tat massiv auf Teilungen von ein und demselben Ganzen (bzw. ein und denselben
mehreren Ganzen), das mit Malleinheiten noch angedeutet, bei den rationalen Zahlen aber bewul3t
unterschlagen wird. Das provoziert viele der erwéhnten Fehlleistungen (vgl. das obige Zitat aus
Padberg, S. 64). Vermutlich kdnnte man dem wesentlich besser beikommen, wenn man Briiche als
besondere Proportionen einfiihrte. Dall Logos, Ratio, Verhiltnis und Proportion immer noch im
kollektiven BewuBtsein verankert sind, hat einen tiefen Sinn. Im Alltag und in Anwendungssituati-
onen sind jedenfalls gefiihlssichere Vergleiche von Proportionen allemal wichtiger als der Korper
der rationalen Zahlen. Trotzdem sollte weiter versucht werden, alle Zwolfjdhrigen mit der Bruch-
rechnung vertraut zu machen, weil sie als Propaddeutik der Algebra im vertrauten Zahlgewand
Teilhabe an der mathematischen Kultur in Wirtschaftsleben und Wissenschaft allen zugénglich
machen soll. Bruchrechnung und Verhétnisaspekt gehdren nebeneinander, nicht durcheinander in
die ,,Orientierungsstufe* (5./6. Schuljahr), weil sie orientieren und (rechtzeitig) grundlegen. Es
handelt sich um wesensverschiedene Aspekte, die im Bruchbegriff zwar gemeinsam verkorpert,
aber mitnichten verschmolzen sind. Dies herauszuarbeiten wiirde zwei Jahre Mathematikunterricht
wohl rechtfertigen.
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