
Lutz Führer, Frankfurt am Main 

Logos und Proportion – Gestaltliche Aspekte von Bruchzahlbegriff und Bruchrechnung 

(nach einem Vortrag in Köln vom 30. Juni 1998) 

 

Bei der Bruchrechnung geht vieles in die Brüche. Wir wußten es schon aus Hart, Andelfinger, 
Padberg oder Streefland als im vorigen Jahr die Mittelstufenergebnisse von TIMSS herauskamen: 

 

(TIMSS-Beispiele zur Bruchrechnung) 

 

Bruchrechnung gilt als sehr schwer, und es gibt eine ganze Reihe von gut belegbaren Vermutun-
gen, warum das so ist. Ich nenne nur die wichtigsten Gründe: 

 „Gemeine“ Brüche werden – anders als Dezimalbrüche – kaum mit „normalen“ Zahlvorstellun-
gen verbunden. Sobald z.B. a/b mit a:b identifiziert wird, wirken Vorurteile aus der Grund-
schulzeit nach: Dort galt a:b als „unausgerechnete Divisionsaufgabe“. Dezimalbrüche erschei-
nen als die eigentlichen Ergebnisse und werden viel eher als „Zahlen“ akzeptiert. 

 Die ständige Kopplung von zwei oder vier natürlichen Zahlen stellt sehr hohe Anforderungen 
an das Übersichtsvermögen von Sechstklässlern. 

 Nur für einige wenige „Alltagsbrüche“ wird ein intuitives Verständnis der Größenordnung auf-
gebaut. Nach einigen üblicherweise sehr bemüht anschaulichen Einführungsphasen wird weit-
gehend „gefühllos“ gerechnet. 

 Vernünftige lokale Heuristiken scheitern oft: falsche Addition, Größenvergleich getrennt nach 
Zähler und Nenner, Ziffern- oder Summandenkürzen, gemischte Zahlen als Produkte, Kehrwert 
des Dividenden statt Divisors... Die verbeitetsten Fehlerquellen stammen nach Padberg (z.B. S. 
145) aus unzulässigen Verallgemeinerungen von an sich vernünftigen Strukturmustern wie 
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Allein die ersten beiden Muster verleiten in Tests immer wieder um 25% der Schüler zu deprimie-
renden Fehlern. 

 Das Herumrechnen mit nicht-alltäglichen Brüchen erscheint vielen Schülern als formalisti-
sches, absichtlich heimtückisches Ritual. 

 Es kommen zwar Brüche im Alltag vor, aber keine ernsthafte Bruchrechnung. 

 

Bruchrechnung kommt im Alltag kaum vor 

Der letzte Punkt soll noch ein wenig erläutert werden, obwohl vieles dazu schon bei Freudenthal 
1973/1983, Baireuther 1990/1998 und Profke 1991 steht. Es ist ja heute üblich, auf Lebensweltbe-
züge zu setzen, um Motivation, Intuition und Verfügbarkeit in Anwendungssituationen zu stützen 
(vgl. aktiver versus passiver Wortschatz). Nehmen wir z.B. ein paar Seiten aus dem derzeit schöns-
ten Schulbuch und aus dem anspruchsvollsten der letzten Jahre: 

 

(Schulbuchseiten: „Anwendungen der Bruchrechnung“ 

Version vom März 1999 
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aus Lambacher/Schweizer 6 bzw. Spektrum 6) 

Auch eine Auflistung der „5 Anwendungsaspekte“ nach Postel (Padberg, S. 42) wirkt eher enttäu-
schend: 

Gleich anschließend heißt es bei Padberg lapidar: „Für die Einführung der Rechenoperationen sind 
nur der Größen- und der Operatoraspekt tragfähig.“ Ich komme noch darauf zurück, möchte aber 
erst noch einen dritten Beleg für die Lebensferne der Bruchrechnung liefern. 

Auch Streefland kritisiert in seiner vielzitierten Habilitationsschrift die arg gekünstelten Veran-
schaulichungen und sogenannten „Anwendungen“, die das System der Bruchrechnung nicht nahe-
legen, sondern nur illustrieren: 

„The structuralistic approach ignores reality as a source for the mathematics in question, with 
the result that material for producing a system is replaced by material for reproducing a sys-
tem.“ (Streefland, S. 18) 

Dem verspricht er nun mit einem „realistischen Zugang“ (realistic approach) zu begegnen, der das 
System über die schrittweise Mathematisierung realistischer Problemsituationen schülerzentriert 
erzeugt (neudidaktisch: Eigenproduktionen in adäquaten, d.h. erst konkreten, dann zunehmend abs-
trakteren Lernumgebungen generieren das Standardsystem unter Berücksichtigung der Trefferss-
chen Progressiven Schematisierung im Rahmen der van Hieleschen Lernebenentheorie): 

„Instead of emphasizing the ‚insightful reproduction of the system‘, ..., one can take its histori-
cal complement: ‚the insightful construction of the system‘.“ (S. 19) 

Dazu stellt er eine Reihe von Prinzipien auf: 

1. „... reality should serve as a source for the mathematics to be produced. That is, the mathema-
tics to which one aspires finds its origins in actual problem areas.“ 

2. „... starting from open problem situations having a strongly generative nature. In the learning 
process this means that the students, through using this material, will themselves become 
constructors – producers of their own mathematics... The point, in other words, is to outline 
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the path taken by learning by rationally reconstructing the historical learning process. This can 
prevent starting the learning process at too high a level of abstraction and, at the same time, 
can help implement a gradual progression in mathematization according to an historical 
example.“ 

3. „The learning process ... must be highly interactive.“ (Diskussion, Zusammenarbeit, gemein-
same Auswahlen unter den Eigenprodukten...) 

4. „lines of learning are intertwined“ (z.B. nach Freudenthal: „Comparison and arrangement of 
situations can be decided beforehand with proportions. And that is exactly what they are there 
for.“) 

5. „instruction is highly interactive“ (dabei Enaktiv-Ikonisch-Symbolisch-Aufbau gemäß Bruner 
berücksichtigen) 

 

Das historische Muster einer typischen Situation, die zur Mathematisierung durch Brüche heraus-
fordert, sieht Streefland in Verteilungsproblemen. Er zitiert wiederholt eines der ältesten, nämlich 
Aufgabe 5 aus dem Papyrus Rhind: „Verteile 8 Brote unter 10 Männern!“ Das kann man ja auf 
verschiedene Weise und auf allen drei Repräsentationsebenen machen: Erst jedem ein halbes Brot, 
dann jedem ¼ und schließlich noch jedem ein Zwanzigstel. (So haben Fachhistoriker die merk-
würdigen Stammbruchtabellen zu erklären versucht. Leider funktioniert diese Erklärung nicht 
durchgängig; vgl. etwa Robins/Shute.) Man kann auch gleich jedes Brot in Zehntel teilen, oder – 
etwas weiter hergeholt – erst die einfachere Parallelaufgabe „4 Brote unter 5 Männer“ durch Fünf-
teln lösen und dann übertragen... Schreibt man die verschiedenen Lösungshandlungen – heutzutage 
natürlich multikulturell an Pizzas statt Broten oder Kuchen – geeignet auf, dann kommen gleich 
Variationen der Bruchdarstellung in den Blick, im Beispiel etwa: 
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Das läßt sich nach Streefland noch weiter ausbauen, wenn sich 24 Kinder 18 Pizzen teilen sollen, 
die sofort oder schubweise nacheinander auf einem oder mehreren Tischen zu liegen kommen. Die 
verschiedenen Lösungen, Problemreduktionen oder Sitzordnungen können dann mit Diagrammen 
wie 

 

 

 

beschrieben werden. Gemeint sind „äquivalente Teilungssituationen“, also Proportionen.  

Verteilungsaufgaben, so glaubt Streefland, sind die historische, alltagspraktische und epistemolo-
gische Quelle, die zur Erfindung der Brüche und Bruchrechnung herausfordert. Deswegen sei der 
virtuose, kreativ-schülerzentrierte Umgang mit Pizza-, Rechtecks- und Streifenteilungsaufgaben 
die rechte Grundlage des Bruchbegriffs. Später werden z.B. Preise für gegessene Pizzastücke he-
rausgefunden und addiert, rechteckige Fußböden mit zu großen Fliesen ausgelegt und Verhältnisse 
von Verhältnissen (Brüchen) bestimmt, bevor standardisierte Schreibweisen und Regeln aus Prob-
lemsituationen herausentdeckt werden. Das alles ist im Detail sehr einfallsreich, schülernah und 
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einfühlsam arrangiert, und auch die mitgeteilten Schüleräußerungen und Eigenproduktionen sind 
höchst charmant und lesenswert. (In Lehrproben und empirischen Untersuchungen sind Schüler ja 
bekanntlich immer enzyklopädisch kreativ.) 

Gerade weil sich Streefland schülernah und einfühlsam um einen „realistic approach“ bemüht, 
wird erneut deutlich, daß es mit dem lebensweltlichen Bedarf an Bruchrechnung schlecht bestellt 
ist: 

 Die Verteilung von Broten, Kuchen oder Pizzas führt auf die Division natürlicher Zahlen zu-
rück, notfalls eben in kleineren Einheiten oder kontextangemessen approximativ. „Erst habe ich 
eine Dreiviertelstunde auf dich gewartet, und jetzt wieder eine halbe!“ Wer nicht weiß, daß eine 
halbe Stunde aus zwei Vierteln besteht, der geht auf Minuten zurück. Reale Verteilungsaufga-
ben zwingen nicht zur Nacherfindung von Rechenverfahren für gemeine Brüche, sie legen eher 
eine Ganzzahlarithmetik mit Notationen in Kommaschreibweise nahe. Davon zeugt unser Zoll-
stock und auch die babylonische Stellenwertarithmetik, die im Gegensatz zur ägyptischen 
Bruchrechnung überlebte und bis etwa 1600 n. Chr. das Scientific Computing beherrschte. 

 Teilungen von Geld und Gut sind in der Realität immer nur sehr beschränkt möglich und sinn-
voll. Wer siebentelt schon Pizzen? 

 Während die Strichrechenarten materiell handfest im Sinne von Vermehren oder Vermindern 
von Pizzas, Broten, Strecken, Flächen, Zeiten oder Gewichten verstanden werden können, er-
fordern die Punktrechenarten, sobald zwei echte Brüche verknüpft werden sollen, formale Abs-
traktionen oder Kontextwechsel. Vermehren und Vermindern stellen hier sogar – und dies in 
dramatischem Kontrast zur Grundschularithmetik – irreführende Konzepte dar. 

 Die Vermischung von Verteilungsproblemen mit Proportionen ist höchst verfänglich, weil sie 
die beiden häufigsten Fehlerquellen begünstigt, nämlich die „falsche“ Addition bzw. die Ver-
wechslung von Verhältnissen mit Anteilen (man lese die vorigen Abbildungen aus Streefland 
von unten nach oben).  

Die Beziehung zwischen Bruchrechnung und Proportionen ist keineswegs so, daß es sich um As-
pekte desselben handelte oder daß sich das eine als Teilgebiet des anderen begreifen ließe, wie es 
zum Beispiel Tropfke in den dreißiger Jahren behauptete, als man begann, die euklidische Propor-
tionslehre wegen notorischer Erfolglosigkeit aus den Lehrplänen und Schulbüchern zu vertreiben 
(vgl. Tropfke 1937, S. 3, sowie das Zitat weiter unten aus Kirsch 1987, S. 259). Mit Andelfinger 
glaube ich, daß die Vertreibung der Proportionen aus der Orientierungsstufe (und aus der Leh-
rerausbildung) ein didaktischer Fehler war, der sowohl das Verständnis der Bruchrechnung als 
auch das Verständnis der Proportionalität schwer belastet hat. Ich möchte deshalb im folgenden ei-
ne Lanze für die früh einsetzende, aber durchgängige Behandlung von Proportionen brechen. Um 
Mißverständnissen vorzubeugen: Ich plädiere nicht für die euklidische Proportionslehre und insbe-
sondere nicht für eine ausgedehnte Proportionsarithmetik, wie sie früher gern im Umfeld der 
Strahlensätze betrieben wurde. Und ich möchte auch die Bruchrechnung nicht abschaffen oder auf 
Dezimalbruchrechnung beschränken, wie es Baireuther 1990/1998 und Profke 1991 andenken. 
Wenn ich mich im folgenden hauptsächlich mit Proportionen befasse, dann geschieht das, weil die 
Probleme der Bruchrechnung jedem didaktisch Interessierten hinreichend geläufig sind. Was mir 
vorschwebt ist, daß möglichst alle Schüler und möglichst von Anfang an lernen, a/b und a:b kon-
textabhängig als Proportionen oder als rationale Zahlen oder als dezimale Divisionsaufgabe zu 
verstehen, mit denen eigene, wenn auch teilweise überlappende Grundvorstellungen mit erhebli-
cher Reichweite verbunden sind. „Der“ Bruchbegriff ist heterogen und äußerst kontextsensibel! 

 

Größen drücken Verhältnisse aus 

Soweit ich die einschlägige Literatur kenne, sind sich alle Spezialisten für Bruchrechenprobleme 
einig, daß die Schülerschwierigkeiten weniger auf Unkenntnis oder mangelhaftem Verständnis der 
Algorithmen beruhen, sondern auf Schwierigkeiten im (intuitiven) Bruchverständnis selbst (vgl. 
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z.B. Hasemann/Mangel 1999 und die dort angegebene Literatur). Insbesondere die chamäleonhafte 
Wandelbarkeit, die sich im bedarfsweisen Erweitern und Kürzen zeigt, und die merkwürdigen Re-
geln für die Strichrechenarten bleiben manchen Schülern schleierhaft, oder sie werden es, wenn 
nach der anschaulichen Einführung nur lange 
genug kontextfrei geübt wird. 

 

Hier zeigt sich ein altes didaktisches Dilemma: Im Rahmen des Äquivalenzklassenaufbaus oder 
des Gleichungskonzepts läßt sich die volle Körperstruktur des rationalen Zahlbereichs zwar kon-
struieren und verifizieren, aber nicht als sinnvoll motivieren, schon gar nicht auf dem Abstrakti-
onsniveau von Sechstklässlern. Ihr natürliches Bedürfnis nach handfest gegenständlicher Bedeu-
tung aller Gegenstände und Operationen macht den Rückgriff auf Größenbeziehungen unvermeid-
lich, obwohl diese Größenbeziehungen durchweg schwächer strukturiert sind als der angestrebte 
Zahlbereich. So hapert es beim sog. „Größenkonzept“ einschließlich des „quasikardinalen“ Zu-
gangs bekanntlich mit der Deutung der Punktrechenarten, während sich das sog. „Operatorkon-
zept“ („von“-Ansatz) gegenüber der Anordnung und gegenüber den Strichrechenarten sperrt. 
Kummer gewöhnte Praktiker greifen denn auch abwechselnd zu beiden Konzepten, um auf Kosten 
aller Methodenreinheit einmal die Strichrechenarten, ein andermal die Punktrechenarten möglichst 
unkompliziert und anschaulich plausibel einzuführen. 

Nun ist Methodenreinheit sicher kein Fetisch, dem man unbedingt nachlaufen sollte. Hinter der 
begrenzten Reichweite beider größenbezogenen Konzepte verbirgt sich aber m.Es. eine tiefere 
Schwierigkeit mit dem anschaulichen Größenbegriff selbst. Abgesehen von der pragmatischen 
Faustregel „Maßzahl mal Maßeinheit“, scheint es in der Didaktik bis heute alles andere als klar zu 
sein, was den „Größenbegriff an sich“ intuitiv und/oder technisch charaktersieren soll. 

Im Kontext der Bruchrechnung hat es sich eingebürgert, den Größenbegriff auf „divisible Bürger-
liche oder Elementare Größenbereiche“ zu stützen, denen sich Größen wie Länge, Flächeninhalt, 
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Volumen, Zeit(spannen), Gewichte oder Temperatur(differenzen) unterordnen lassen. Das „Grö-
ßenkonzept“ operiert dann in solchen divisiblen Größenbereichen, das „Operatorkonzept“ auf sol-
chen Bereichen, und der sog. „von“-Ansatz vermischt beides ein wenig, um der noch zu abstrakten 
Verkettung von Abbildungen aus dem Wege zu gehen. Beim (leider) sog. „quasikardinalen“ Zu-
gang werden einfach Stammbrüche nach ägyptischer Manier wie Maßeinheiten behandelt, was den 
(sonst besonders fehlerträchtigen) linear-ordnungsmäßigen Umgang mit gleichnamigen Brüchen 
herausstellt und als geradezu selbstverständlich erscheinen läßt, die Punktrechenarten aber prob-
lematisiert. 

Nehmen wir einen typischen Kurs in Bruchrechnung, wie er sich in der Schulpraxis als recht zeitsparend 
und fehlerpräventiv bewährt hat: Faßt man Brüche a/b „quasikardinal“ als Größenwerte mit Maßzahl „a“ 
und Maßeinheit „Betel“ auf, so lassen sich bekanntlich Größenvergleiche, Addition und Subtraktion zu-
nächst für gleichnamige Brüche problemlos einführen. Um diese Operationen auf ungleichnamige Brüche 
auszudehnen, wird über zulässige Gestaltwandel im Sinne „wertgleicher (Teilungs-) Verhältnisse von 
Maßeinheiten“ nachgedacht. Dies liefert eine erste Interpretation des Kalküls und zusätzlich die Möglich-
keit, die Division gleichnamiger und -dimensionierter Brüche als Verhältnisbildung einzuführen. Für un-
gleichnamige Brüche muß zunächst noch ein Gestaltwandel eingeschoben werden, der sich aber bald als 
überflüssig erweist: Das Produkt mit dem Kehrwert wird als Rechenvorteil entdeckt. Die Bruchmultiplika-
tion taucht schließlich als Umkehrung der Division auf und kann im Sinne des Operatoraspektes („von“-
Konzept) sinnvoll interpretiert werden. 

Ich möchte im folgenden die Vermutung belegen, daß schon der Begriff des „divisiblen Größenbe-
reichs“ zu eng ist und deshalb Schwierigkeiten verdeckt, die bei jeder anschaulichen Grundlegung 
der Bruchrechnung im Kontext des Größenbegriffs aufgeklärt werden müßten. 

Arnold Kirsch, der sich mit solchen Größenbereichen sehr gründlich auseinandergesetzt hat, 
schreibt dazu: 

„Zu Größen gelangt man, ausgehend von realen Gegenständen, durch einen Abstraktionsvor-
gang. Man geht dazu über, ‘gleichwertige’ Gegenstände ... nicht mehr zu unterscheiden, und 
spricht dann nur noch von ‘Größen’ der betreffenden Art (Längen, Gewichten, Volumina usw.). 
Der Abstraktionsvorgang wird oft als Meßvorgang realisiert. Das Ergebnis der Messung ist 
dann eine Größe, geschrieben als Maßzahl und Maßeinheit; man sagt dafür auch ‘benannte 
Zahl’. Eine Größe ist jedoch nicht genau dasselbe wie eine benannte Zahl: 5/8 m und 62,5 cm 

sind zwei verschiedene benannte Zahlen, aber Namen für dieselbe Größe.“ (Kirsch 1987, S. 52) 

Man sollte erwarten, daß nun Meßvorgänge thematisiert und funktional beschrieben werden, statt-
dessen wird nach strukturalistischer Tradition versucht, den Größenbegriff als innermathematische 
Angelegenheit abzuhandeln, indem divisible Größenbereiche als angeordnete kommutative Halb-
gruppen mit gewissen Lösbarkeitsbedingungen charakterisiert werden, genauer: als Tripel aus ei-
ner Menge G, einer assoziativen und kommutativen Addition + und einer linearen Anordnung < 

(Trichotomie!), wobei Gleichungen A+X = B genau für A<B und nX = A für beliebige nN in G 

lösbar sind. Als Größen werden dann Elemente eines Größenbereichs bezeichnet. Daß hier bewußt 
eine erhebliche Begriffseinschränkung vorgenommen wird, kann man zwar im Vorwort von Kirsch 
1970 explizit lesen, es wird aber in neueren Lehrbüchern, z.B. im Padberg, gern unterschlagen. 
Neben den ausgeblendeten Meßproblemen und -beschränkungen fallen dabei noch ein paar Aspek-
te unter den Tisch, die alltäglichen Größenbegriffen anhaften und insofern möglicherweise das 
Verständnis auf Schülerseite belasten: 

 „Größe“ ist a priori mit Anordnungsvorstellungen verbunden, nicht notwendig mit Additivität 
(z.B. Skalenaspekt bei Höhen-, Temperatur- oder Zeitablesungen). 

 Mitunter kann eine sinnvolle Addition definiert werden, die entweder gekünstelt wirkt (Zeit-
spannen, Temperaturdifferenzen, Wichten, Lichtstärken, Oberflächenspannungen) oder die 
Lösbarkeitsbedingung verletzt („falsche“ Addition bei Durchschnittsgeschwindigkeiten, Mit-
telwerten oder Vektorgrößen; s.u.). 

 Die Trichotomieforderung („entweder a < b oder a = b oder a > b“) ist sehr scharf und erfor-
dert oft unnatürliche Äquivalenzklassenbildungen. Beispiele: Durchschnittsgeschwindigkeiten 
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oder Mittelwerte werden üblicherweise größenmäßig wie Brüche verglichen. In diesen Kontex-
ten sind aber 2/4 und 4/8 weder kleiner noch gleich noch größer, und es ist auch keineswegs 
sinnvoll, zu den Bruch-Äquivalenzklassen überzugehen. Vektorgrößen lassen sich oft nur par-
tiell ordnen, wenn Verträglichkeit mit der Addition verlangt wird. 

 Die allgegenwärtige Größe „Geld“ liefert keinen divisiblen Größenbereich, bei N/100 oder 
N/10 000 (Dollarkurse) endet die praktische Bedeutung. Genau betrachtet verlangt die univer-
selle Lösbarkeitsbedingung bei fast jeder realen Größe eine Idealisierung, man denke nur an 
Praktikabilität (Pizzen!), an reale Meßmöglichkeiten oder an die atomare Struktur unser Welt. 

 Um die Abhängigkeit von spezifischen Maßeinheiten loszuwerden, muß man überdies entweder 
im nachhinein isomorphe Größenbereiche identifizieren oder Größen von vornherein als Äqui-
valenzklassen gewisser „Repräsentanten“ auffassen. Beides ist kaum ohne Verrenkungen mög-
lich: „Die gemeinsame Eigenschaft aller (kongruenten) Strecken einer Klasse nennen wir ihre 
Länge. Jede Strecke einer Klasse wird ein Repräsentant dieser Länge genannt.“ (Padberg, S. 
149f.) Was ist dann mit „Länge: 5 m“ gemeint? Zunächst denkt man an ein Meßergebnis, einen 
Meßwert, der ein gewisses Verhältnis zwischen gemessener und Einheitslänge feststellt. Wie 
und wo welches Meßgerät angelegt wurde, spielt für die Längenangabe keine Rolle. Ob es sich 
um Strecken, Abstände oder Skalenablesungen handelt, wird ignoriert. Soll man sich zu 5 m 

erst noch eine Strecke vorstellen, deren Äquivalenzklasse [5 m] als Menge kongruenter Stre-
cken die gemeinte Länge ist? Soll dann etwa ein 5 m langer Holzstab grober Repräsentant eines 
präzisen Repräsentanten der Länge sein? 

Es gibt also durchaus sinnvolle praktische Verwendungen des Größenbegriffs, die nicht in das 
Korsett der sog. „Elementaren Größenbereiche“ passen. Mit anderen als den von mir erwähnten 
Gründen hat das kürzlich auch Heinz Griesel festgestellt. Mit Bezug auf ältere Vorlagen (vgl. etwa 
Eulers Algebra) schlägt Griesel folgende Definition für den Terminus „Größe“ vor: 

„Unter einer Größe g mit der Trägermenge T (= Objektbereich; L.F.) und der Wertmenge W 

(Meßwerte; L.F.) versteht man eine (? L.F.) Funktion g : T  W, so daß gilt: 

(1) Die Funktion (Größe) g ist surjektiv... 

(2) In dem Wertebereich W ist eine Verknüpfung / : WW  R
 , (x,y)  x/y eingeführt, welche 

die folgenden Bedingungen erfüllt: 

(2a)  (x/y)  (y/z) = x/z (für alle x,y,z aus W) 

(2b) x/y = 1    x = y (für alle x,y aus W).“ 

 (Griesel 1997, S. 265) 

Griesel stellt, hauptsächlich unter Verweis auf (endliche) Wahrscheinlichkeitsbegriffe, fest, daß 
Größenbereich, (physikalisches) Größensystem und Größe (als Funktion) sehr verschiedene Dinge 
sind. Auf die Frage, ob Schülern bewußt gemacht werden sollte, daß „Größen Funktionen sind mit 
einer Trägermenge als Funktionsbereich“, antwortet er unter Hinweis auf die angesprochene Klas-
senstufe 6 mit einem klaren Nein (S. 280). Ich stimme dem völlig zu. Schülern der Mittelstufe soll-
te es völlig ausreichen, Größen im folgenden Sinne zu verstehen: 

„Erstlich wird alles dasjenige eine Größe genannt, was einer Vermehrung oder einer Verminde-
rung fähig ist oder wozu sich noch etwas hinzusetzen oder wovon sich etwas hinwegnehmen 
läßt... Es läßt sich aber eine Größe nicht anders bestimmen oder ausmessen als daß man eine 
andere Größe derselben Art als bekannt annimmt und das Verhältnis angibt, in dem diese zu je-
ner steht.“ 

(L. Euler: Vollständige Anleitung zur Algebra, Kap. 1.1 und 1.3.) 
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Mir geht es hier vornehmlich um intuive Komponenten von Größen-, Bruchzahl- und Verhältnis-
begriff bei Schülern. Diese Aspekte werden bei Griesel nur ganz am Rande berücksichtigt. Es er-
übrigt sich deshalb an dieser Stelle, auf diverse Bedenken und Vorbehalte gegen Griesels „neue“ 
Größendefinition einzugehen. Wie er möchte ich von einer begrifflichen Überfrachtung des Schul-
unterrichts abraten. Nach der klassischen These Wolfgang Ratichs „Lehre nie, was hernach ver-
gessen werden muß!“ sollte man weder bei Schülern noch bei Primar- oder Mittelstufenlehrern den 
Eindruck erwecken, Verhältnisse und Brüche seien dasselbe und hingen semantisch von einem ex-
pliziten Größenbegriff ab, und dieser wiederum von Elementaren Größenbereichen. 

Ich denke, das in Lehramtsvorlesungen verbreitete Mengenkonzept für den allgemeinen Größen-
begriff verwirrt mehr als es klärt, weil es das Operieren mit Äquivalenzklassen von Meßwerten in 
einem kurzatmigen unterrichtsmethodischen Interesse in den Vordergrund rückt und dabei von der 
(halb-)arithmetischen Struktur des Gegenstandsbereichs ablenkt. Dort aber entscheiden sich die ei-
gentlichen Fragen nach Gültigkeit und Angemessenheit irgendwelcher Rechnereien – jedenfalls 
nach übereinstimmender Auffassung von Nichtmahematikern, seien es nun Schüler, Lehrer oder 
Anwender in den Wissenschaften. (Diese Einwände würde ich grundsätzlich auch gegenüber Grie-
sels Neuvorschlag erheben.) 

Halten wir – in teilweiser Übereinstimmung mit Griesel – für die Schule fest: 5 m ist das Ergebnis 
eines Meß- oder Zählvorgangs, der ein gegebenes oder gedachtes Objekt relativ auf das Standard-
maß 1 m bezieht. Wenn man so will, stellt jedes Meßverfahren eine Funktion mit (un-) gewissem 
Anwendungs-= Definitionsbereich dar, die Größenwerte liefert. Solche Meßwerte sind ihrer Natur 
nach Verhältnisangaben. Sie bestehen aus einer Zahl und einer (Maß-) Einheit, die angibt, mit 
welchem Standardmaß verglichen wird und welche Meßverfahren in betracht kommen. Daß man 
statt 5 m auch 500 cm sagen kann, ist nur eine sprachliche Vereinbarung. Sie drückt dasselbe Meß-
ergebnis nach einer festen Übersetzungsregel anders aus, z.B. 100 cm := 1 m. Verhalten sich nun 
die Gegenstände eines gewissen Anwendungsbereichs in gewisser Hinsicht additiv und divisibel, 
dann ist es vernünftig, vom Meßverfahren Homomorphie zu erwarten und aus den für rationale 
oder reelle Meßwerte oder Meßwerttupel verfügbaren Arithmetiken hypothetische Rückschlüsse 
auf den jeweiligen Gegenstandsbereich abzuleiten. 

Leider wird die Beziehung zwischen Gegenstandsbereich, euklidischer Geometrie und rationalem 
oder reellem Wertevorrat weder im alten Mengenkonzept Kirschs, noch im „neuen“ Funktionskon-
zept Griesels hinreichend geklärt. Ich möchte deshalb wenigstens andeuten, daß die Geometrie 
nicht originär zum Größenkonzept gehört, sondern lediglich bei gewissen Größen eine Katalysator-
rolle spielt: Zu euklidischen Geometrien gehören bekanntlich gewisse Metriken, Vergleichs- und 
Meßverfahrensregeln sowie mithilfe des Kongruenzbegriffs abgeleitete Maße für Strecken, Flä-
chen, Volumina usw., d.h. für ideelle Objektbereiche und Meßverfahren, die Sechstklässlern nicht 
unbedingt „anschaulich“ sind. Im ideellen Kontext von Strecken macht die Aussage „Strecke der 
Länge 5 m“ erst Sinn, wenn die hinzugedachte euklidische Geometrie an die Modellierung eines 
physischen Gegenstandsbereichs gebunden wird. Es ist also zumindest verwirrend, wenn der Grö-

 

Aus: Meyers großes 
Taschenlexikon, 1983 
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ßenbegriff losgelöst von Meß- und Maßproblemen an Strecken oder anderen Abstrakta illustriert 
wird. Ob Kirsch oder Griesel – Größen als innermathematische Angelegenheit zu behandeln ist nur 
formalistisch zu rechtfertigen, weil es Erkenntnismöglichkeiten der Wirklichkeit im Namen ir-
gendwelcher idealistischen, in Wahrheit aber zeitgebundenen Stringenzvorstellungen ausblendet 
und folglich beschneidet. Daß weder Additon (Kirsch) noch Multiplikation bzw. Proportionalität 
(Griesel) a priori zum Größenbegriff gerechnet werden sollten, belegt auch die folgende Tabelle: 

 

 
Aus: Meyers großes Taschenlexikon, Ausg. 1983 
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Auch Kirsch scheint eine epistemologische Diskrepanz zwischen intuitivem Größenverständnis 
und rein innermathematischen Definitionsversuchen bemerkt zu haben, wenn auch etwas widerwil-
lig: 

„Unter einer Proportion oder Verhältnisgleichheit versteht man eine Aussage(form) der folgen-
den Form: 

a verhält sich zu b wie c zu d; 

a und b stehen im gleichen Verhältnis wie c zu d. 

Dabei sind a und b zwei gleichartige Größen (etwa Längen), ebenso c und d (etwa Flächenin-
halte). Diese alte, aber durchaus noch gebräuchliche Ausdrucksweise sieht man heute als 
gleichbedeutend mit der folgenden an: 

a : b = c : d bzw. a/b = c/d. 

Hier ist das Verhältnis a:b nichts anderes als der Quotient a/b der Größen a und b, worunter 
man einfach eine geeignete (positive, reelle) Zahl versteht; entsprechend für c:d. Somit sind die 
Ausdrücke Proportion und Verhältnis heute entbehrlich, und demgemäß findet man sie kaum 
noch in modernen Darstellungen der Mathematik. 

Es ist nun bemerkenswert, daß der Begriff des Verhältnisses begriffsgeschichtlich dem der 
(reellen bzw. rationalen) Zahl vorausgeht und insofern geeignet ist, zu einer Antwort auf unsere 
Frage (‘Was ist eine Zahl?’) beizutragen. Und zwar haben schon die Griechen ohne Benutzung 
von anderen als natürlichen Zahlen eine präzise Definition der Verhältnisgleichheit gegeben. In 
heutiger Ausdrucksweise handelt es sich dabei um eine Relation zwischen Größenpaaren...“ 
(Kirsch 1987, S. 259) 

Kirsch skizziert dann die Eudoxische Definition der Verhältnisgleichheit nach dem 5. Buch von 
Euklids Elementen und bewundert gebührend, daß sie auch für irrationale Größenverhältnisse 
paßt. 

Ich kann hier nicht näher auf die höchst delikate Proportionslehre in den Büchern 5 bis 9 der Ele-
mente eingehen, möchte aber festhalten, daß in der Tat manches dafür spricht, den heutigen Zahl-
begriff genetisch auf Größenverhältnisse zu stützen, daß es aber nur in formalistischer Sicht halb-
wegs zu rechtfertigen ist, Relationen zwischen Größen mit rationalen Zahlen zu identifizieren. 

Eudoxos’ Definition der Verhältnisgleichheit 

(Euklid V, Def. 5; vgl. Schreiber, S. 16f.) 

Gleichartige kommensurable Größen a, b: 

a b n e a m e b n e: : : : wie m         

Paarweise gleichartige Größen a, b bzw. c, d: 

a b c d m n m a n b m c n d: : : , : ( )wi e         , 

wobei  beidemal kleiner, gleich oder größer bedeutet. 

(Vervielfachungen liefern dieselben Größenverhältnisse, 

im divisiblen Fall: m n
a

n

b

m

c

n

d

m
, :   .) 

Geht man zur Bruchschreibweise und -anordnung über, dann bedeutet die Gleich-
heit nach Eudoxos, daß a/b und c/d die gleichen rationalen Näherungswerte 
(ne)/(me) bzw. (nE)/(mE) für irgendwelche „Einheiten“ e bzw. E haben. 
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Nimmt man Mathematik nicht als geistreiches Glasperlenspiel, sondern als auf Erkenntnis physi-
scher oder geistiger Realitäten gerichtetes Bemühen, dann macht es einen großen Unterschied, ob 
man von 9 m : 3 m (Größenverhältnis) redet oder von 9/3 = 3 (Größenwert, Maßzahl, Meßergeb-
nis). Ersteres spielt sich in einem Größenbereich ab, letzteres in einem anderen, nämlich in dem 
sachfremden Zahlgrößenbereich Q. Durch das Kürzen der Einheiten m geht zu rasch Realitätsbe-
zug verloren, und durch die Verabredung, 9/3 mit 3 zu identifizieren, auch noch jede Gestaltinfor-
mation. Ich bin überzeugt, daß Kirsch sehr nahe bei Euklid ist, wenn er am Schluß des Zitats von 
einer Relation zwischen Größenpaaren spricht. Leider entfernt er sich anschließend gleich wieder 
mit Riesenschritten von diesem Gedanken, wenn er ihn mit dem modernen Zahlbegriff, insbeson-
dere mit Irrationalzahlen, in einen Topf wirft. Von Euklid bis Newton wurden geometrische Unter-
suchungen in der Gedankenwelt von Proportionen durchgeführt, nicht weil die moderne Bruch-
rechnung fehlte (man kannte dafür ja die babylonische und ägyptische), sondern weil man wirkli-
che Verhältnisse im wahrsten Sinne des Wortes beschreiben und studieren wollte, nicht innerma-
thematische. So hat es wohl auch Euklid gesehen und deshalb die jüngere Eudoxische Größenlehre 
in Buch 5 vor die ältere pythagoreische Zahlentheorie der Bücher 7-9 gestellt.  

Ich möchte es so ausdrücken: Brüche sind sehr spezielle Verhältnisse, nämlich solche, die gegen-
über Erweitern und Kürzen invariante Strichrechnungen erlauben, weil sie Teile relativ zu ein und 

demselben/denselben Ganzen bezeichnen. Der Verhältnis- oder Proportionsbegriff setzt diese Re-
lativierung nicht voraus, Proportionen beschreiben – anders als Brüche – auch innere Teilungen im 
Sinne eines qualitativen Gestaltmerkmals. Im Kontext von Proportionen sind drei Operationsfor-
men natürlich, die Verkettung (Operatormultiplikation), die Verhältnisbildung (Division) und die 
„falsche“ Addition (vgl. Euklid VII.12-14). Eine Subtraktion ist möglich, aber meist bedeutungs-
los. Deshalb ist es sachlich irreführend, die Regeln der Bruchrechnung auf beliebige Proportionen 
anzuwenden. Diese Feststellung ist didaktisch brisant, weil Proportionen im Gegensatz zum Re-
chenzahlbegriff von Brüchen lebensweltliche Bedeutung haben, auf die sich die Intution von 
Nichtmathematikern immer wieder stützen muß. Die Identifikation des Proportionsbegriffs mit 
dem auf Bruchrechnung hin ausgelegten Bruch(rechenzahl)begriff ist irreführend. 

Die Bruchrechnung ist eine innermathematische Angelegenheit, deren Bedeutung als Propädeutik 

der Algebra (vgl. dazu Freudenthal 1973/1983) im Sinne einer demokratischen Breitenbildung 
nicht unterschätzt werden sollte. Die Brucharithmetik dient (wie auch die nagativen Rechenzahlen) 
dazu, Gleichungen und Terme zu einem flexiblen, universellen Ausdrucksmittel für Zusammen-
hänge, Strukturen und Gestaltmerkmale zu machen und von verwirrenden Fallunterscheidungen zu 
entlasten. Für Zwölfjährige sind das keine überzeugenden Motive, sie bedürfen einer gereifteren 
Perspektive, um einen Kalkül für Abstraktionen recht würdigen zu können. Ob Bruchrechnung 
(möglichst) alle Zwölfjährigen gelehrt werden soll, kann deshalb nicht aus deren aktualen Bedürf-
nissen und Perspektiven heraus entschieden werden. Es ist kein Motivationsproblem, sondern ein 
Problem der curricularen Zielsetzung, und in diesem Rahmen spricht viel dafür, den bescheidenen 
Abstraktionsgrad der Bruchrechnung dann zuzumuten, wenn es das Eintreten in die formal-
operationale Entwicklungsphase erstmals zuläßt: Der kalkülmäßige Umgang mit Abstraktionen 
bedarf nämlich erheblicher Gewöhnung, ohne die alle Optionen auf Teilhabe an der technisch-
naturwissenschaftlich-mathematisch durchdrungenen Arbeits-, Medien- und Wirtschaftswelt stark 
beschnitten würden. Der lebensweltliche Bezug des Bruchbegriffs, der Zwölfjährigen viel zugäng-
licher ist, steckt jedoch nicht in seinem Bezug zur Algebra, sondern in seinem Verhältnisaspekt, 
und dieser hat substanziell andere Konnotationen innerhalb und außerhalb der Mathematik.  
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Verhältnisse (Proportionen) sind natürlicher 

Vergessen wir also vorübergehend die ganze Bruch-
rechnung, und konzentrieren wir uns ein wenig auf 
die Idee, gestaltliche Verhältnisse mit Zahlenpaaren 
zu beschreiben. Wo drängt sich das auf? 

Ein Text für Schüler: 

Beim Messen oder Rechnen bekommt man einzelne 
Zahlen heraus, z.B. 2 m oder 3. Manche denken so: 
Steht das Ergebnis fest, dann kann man die Aufgabe 
vergessen und hat den Kopf frei für alles weitere. Nur 
das richtige Ergebnis zählt. Warum sollten wir sonst 
messen und rechnen? 

Nun, wir messen oder rechnen, weil wir etwas über 
Zusammenhänge herausbekommen wollen. Wer die 
Zusammenhänge nicht kennt oder vergessen hat, 
kann mit den 2 m oder mit der Drei gar nichts anfan-
gen. Einzelne Zahlenwerte sagen nichts über Zu-
sammenhänge. Mit Zahlenpaaren ist es schon etwas 
anderes: Bei 2 : 3 oder bei 2 m in 3 h oder bei (2;3) 

oder bei 
2
3  kann man sich eher etwas denken, viel-

leicht ein Fußballspiel, eine Schnecke, einen Punkt im 
Quadratgitter und ein großes Stück von einem Ir-
gendwas. Zahlenpaare beschreiben Zusammenhän-
ge. Sie tun das viel besser als zwei einzelne Zahlen, 
weil sie eine Verbindung zwischen den beiden anzei-
gen. Die Zwei und die Drei werden im Verhältnis zu-
einander gesehen. Mathematische Verhältnisse be-
schreibt man mit Zahlenpaaren, die mit Verbindungs-
zeichen wie „ : “ , „ / “, „ (... ; ...) “ oder einem „Bruch-
strich“ zusammengehalten werden. Der Doppelpunkt 
wird bei Verhältnissen nicht als „geteilt durch“, son-
dern wie beim Fußballergebnis mit „zu“ gelesen und 
bedeutet keine Auffordung zum Dividieren. (Er soll 
nur ans Dividieren erinnern. Wer Bruchrechnung 
kann, wird den Grund leicht einsehen.) 

Zahlen- und Größenverhältnisse, verbundene Zah-
lenpaare, kommen viel öfter vor als die meisten meinen. Darauf wollen wir im folgenden aufmerk-
sam machen, und wir wollen auch herausfinden, wann zwei Verhältnisse ungefähr gleich sind. Das 
ist gar nicht einfach, aber aus zwei Gründen wichtig: Zahlenverhältnisse verwirren nur, wenn wir sie 
nicht richtig einschätzen können. Und: Obwohl jeder ein Gefühl für Größenverhältnisse hat, tun sich 
viele beim Vergleich von Verhältnissen schwer und wundern sich später, warum ihnen die Bruch-
rechnung immer „in die Brüche“ geht. Dort wird nämlich mit Verhältnissen herumgerechnet. 

 

 
aus: Frankfurter Rundschau, 22.04.’96 
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Polyklet war nach der griechischen Überlieferung der erste, der einen Proportionskanon für den 
menschlichen Körper aufgestellt hat. Uns ist das von Vitruv überliefert, der wiederum in der Re-
naissance eifrig studiert wurde, z.B. von Brunelleschi, da Vinci, Caesariano, di Giorgio und Dürer. 
Zu Euklids Zeiten hieß Verhältnis „logos“, und Verhältnisgleichheit „analogia“. Dem ersten hafte-
te damals eine ganz geläufige Doppelbedeutung im Sinne von Verhältnis und Vernunft an, was in 
der älteren lateinischen Übersetzung „ratio“ gut zum Ausdruck kam. Der Analogie haften heute 
Konnotationen wie ähnlich, gleichlaufend, sinngemäß gleichartig u.ä. an. Aus diesem Wort wurde 
dann das lateinische Wort Proportion (im Sinne von Proportionsgleichung), das wiederum im kol-
lektiven Bewußtsein mit Ebenmaß, Wohlgestalt, Regelmaß, Angemessenheit, Wohlabgestimmtheit 
u.ä. assoziiert ist. Man denke nur an Wörter wie „wohlproportioniert“, „überproportional“ oder 
„Proporz“. All das verweist eher auf ästhetisch-moralische Kategorien denn auf Probleme der Gü-
terverteilung. Ganz zu schweigen von den zahllosen Konnotationen des Wortes „Verhältnis“ in un-
ser Umgangssprache. 

Die griechische Überlieferung war freilich nicht ganz frei von Nationalismen: 

 

Was unterscheidet den Körperbau? (Versuch’s mit feineren Rastern!) 
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Es gibt einige unfertige ägyptische Wandmalereien, bei denen das zugrundeliegende Raster zur 
proportionsgerechten Übertragung des Entwurfs noch zu sehen ist. Man kann sich auch kaum vor-
stellen, daß größere Monumente – noch dazu bei Serienfertigung – ohne Rasterübertragung in 
Stein gehauen werden konnten. Daß die ägyptische Königselle recht genau 52,4 cm lang war, ent-
nahm man natürlich Proportionsrechnungen an überlieferten Großbauten. Papyrus Rhind, Aufg. 
56-59, handeln vom Rücksprung (seqed; babyl.: sa-gal = weg essen), um den die Seiten der Che-
ops-Pyramide zurückspringen, wenn man jeweils eine Elle aufsteigt (Cotangens)... Thales wird 
nachgesagt, er habe den Pharao überrascht, als er aus der Schattenlänge eines Stabes eine Pyrami-
denhöhe herausfand. Die antiken Längen- und Breitenbestimmungen beruhten durchweg auf Gno-
monverhältnissen. Nach Nikomachus war die Proportionenlehre unentbehrlich für alle Naturwis-
senschaften, für die Musik(theorie), die Sphärik (=Erd- und Himmelskunde) und für die Kurven-
theorie. Bis in Eulers Zeit wurden mechanische und analytische Untersuchungen grundsätzlich in 
Proportionsform gedacht. Z.B. bestand lange Unklarheit über die Bedeutung von Zähler und Nen-
ner im Differentialquotienten, demgegenüber verstand Newton Ableitungen (Fluxionen) sehr an-
schaulich im Sinne von (dy/dt) : (dx/dt). 

Ich nenne jetzt noch einige Beispiele in ungeordneter Reihenfolge, in denen heute noch Verhält-
nisangaben üblich sind: 

1. Spielergebnisse, z.B. Tor- oder Satzergebnisse 

2. Formatangaben, z.B. bei DIN-Rechtecken 

3. Chancen, z.B. bei der SKL 

4. Maßstäbe, z.B. Landkarten, techn. Zeichnungen, ..., Gulliver 

5. Blattstellungen (Fibonacci-Folge) 

6. Leistungen, z.B. Klassenarbeits- oder Geschwindigkeitsvergleiche 

7. Benzinverbrauch 

8. Lohn- und Preiserhöhungen 

9. gerechte Teilungen, z.B. bei Unterhaltsprozessen 

10. Zahnradübersetzungen 

11. Steigungen am Berg 

12. Indexzahlen, z.B. pro-Kopf-Einkommen 
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13. Mischungsverhältnisse, z.B. Kochrezepte oder Gewichtung von Punkten beim Abitur 

14. Gebrauchsformen, z.B. Typographie 

15. Quotientengrößen, z.B. Geschwindigkeiten, Wachstum, Lebenserwartung, Ware-Preis-Rela-
tion 

16. relative Häufigkeit/Wahrscheinlichkeit, z.B. Pi-Bestimmung nach der Mte.-Carlo-Methode 

17. klassische Musiktheorie 

18. Dreisatz 

19. Falsche Ansätze (Regula falsi, Taylor-Formel, Algebraische Analysis) 

20. Ähnlichkeit 

21. Strahlensätze 

22. Steigung von Geraden 

23. trigonometrische Verhältnisse (vgl. Herbart) 

24. Differenzenquotienten (vgl. Kettenregel in Leibnizscher Schreibweise) 

25. Teilverhältnistreue als char. Eigenschaft liearer Abbildungen, z.B. in der Darstellenden Geo-
metrie 

26. in Redewendungen wie „Verhältnismäßigkeit der Mittel“ (vgl. Rousseau, Contrat Social, 3.1) 

27. bei relativierten Aussagen, z.B. Komparativen 

 

Diese Liste läßt sich zweifellos noch beträchtlich verlängern, z.B. so: 

 

(Folie: TIMSS – Klasse mit 28 Schülern 

& Malle-Aufgabe: „Auf 6 Studenten kommt 1 Professor...“) 

 

Es sollte aber schon deutlich geworden sein, daß Verhältnisangaben erheblich öfter gebraucht 
werden als die Grundrechenarten mit Brüchen. Das Entscheidende ist in den meisten Fällen die 
Formangabe durch ein Zahlenpaar, nicht das Ausdividieren, Multiplizieren oder Addieren. Zur 
Formangabe gehört dafür die mehr oder weniger scharfe Einschätzung, ob zwei Verhältnisse 
gleich oder näherungsweise gleich sind. Die Frage, wann letzteres der Fall ist, kann auf dem Ni-
veau von Klasse 6 außerordentlich spannend sein – man gehe nur einmal die obigen Beispiele dazu 
durch. Mathematischer wird das ganze, wenn man auf folgende Aktivitäten überleitet: 

 

(fast-Freihandzeichnen, Streckenmodell, Rechtecksmodell, 
a

b

a

b






1

1
) 

 

 

 

 

 

Die „falsche“ Addition 
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Aus: Padberg, S. 91f. 

 

      ...... 
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Wir haben schon weiter oben bemerkt, daß für manche Quotientengrößen die „falsche“ Addition 
, d.h. die zeilenweise, nicht nur naheliegend, sondern angemessen ist. Das ist z.B. bei Mittelwer-
ten oder Durchschnittsgeschwindigkeiten so, und grundsätzlich bei fast allen vektoriellen Größen. 
Dort ist – anders als bei den Elementaren Größenbereichen – i.allg. keine lineare Anordnung sinn-
voll oder strukturverträglich möglich, man denke z.B. an komplexe Zahlen oder Größen oder an 
die folgende korrekte -Addition von Durchschnittsgeschwindigkeiten bzw. Mittelwerten: 

1

2

1

1

2

3
  . 

Nimmt man zur Veranschaulichung von Verhältnissen innen geteilte Strecken, dann ist die -
Addition ganz natürlich. Bei Rechtecksdarstellungen wirkt sie freilich gekünstelt, wenn nicht zu-
fällig zwei entsprechend liegende Seiten gleich sind (oder gleich gemacht werden). 

 

(Folie: Strecken- und Flächenaddition) 

 

Beliebte Argumente gegen die „falsche“ Addition sind, daß in 

m a

m b

n c

n d

e

f









  

das Ergebnis e/f massiv von m und n abhängt und zwischen den Summanden liegt statt rechts da-
von. Das zweite Argument der Monotonieverletzung gibt man freilich schon bei der Multiplikation 
notgedrungen auf, und das erste Argument überzeugt auch nur, solange man bei a:b an a/b und 
nicht an Paare (a;b) denkt. Tatsächlich wurde die Mittelwerteigenschaft gern herangezogen, um 
Zwischenwerte für zwei Brüche oder Verhältnisse zu erzeugen („Chuqet-Mittel“), bevor die Dezi-
malzahlen nach 1600 mit den Logarithmentafeln in Gebauch kamen. 

Beispiel: Um 500 n.Chr. wurde in China und im 16. Jahrundert in Holland der zauberhafte Nähe-
rungswert 11 3\3 55 für  entdeckt, dessen Auftauchen unter den Kettenbruchnäherungen 
erst später erkannt wurde. Man nimmt an, daß der chinesische Entdecker ähnlich wie der 
holländische vorgegangen ist: falsche Addition zwecks Mittelwertbildung aus gewissen 

Darstellungen der archimedischen Werte, z.B. 3 31
7

6
42

132
42

   und 3 10
71

223
71

 . 

Das folgende Ergebnis rechnet man leicht nach: Durch geeignete Wahlen von m und n lassen sich 
alle Brüche zwischen a/b und c/d erzeugen (vgl. auch Hischer 1998). Wer das, wie ich, überra-
schend findet, kommt vielleicht darauf, daß (a;b)+(c;d) die Diagonale im Vektorparallelogramm 
darstellt und daß das Erweitern und Kürzen dort nichts anderes bedeutet als ein „Herumrutschen“ 
auf den jeweiligen Ursprungsgeraden, bevor addiert wird. Die zu den verschiedenen Additionser-
gebnissen (e;f) gehörigen Äquivalenzklassen (=Ursprungsgeraden) füllen den Doppelkegel zwi-
schen L(a;b) und L(c;d) (in der rationalen Ebene) aus! Hier bewährt sich die vektorielle Darstel-
lung der Verhältnisse a : b, c : d und e : f. 

Stellt man „alle“ Brüche in einem Zähler-Nenner-Koordinatensystem 
geordnet dar, so sind das Ausstreichen von „überflüssigen“, weil wert- 
gleichen Brüchen, das Aufsuchen von Ursprungsgeraden ohne Schnitt 
mit den „Bruchpunkten“ (Irrationalzahlen! vgl. Freudenthal 1973) oder 

auch das Studium von „Quadratbrüchen“ äußerst lehrreich... 

Es zeigt sich, daß Verhältnisse – anders als Brüche – starke Verbindungen zu Steigungen und pro-
portionalen Funktionen haben und daß ihr Begriffskern eher in der Gestalterhaltung modulo Ver-
gröberungen und Verfeinerungen liegt als in der algebraisch flexiblen Verfügbarkeit. Die (Fast-) 
Gleichheit von Verhältnissen ist der tiefere und praxisnähere Begriff. Verhältnisse sind mitnichten 
dasselbe wie Brüche! 
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Schaut man sich die oben genannten Beispiele für die alltägliche oder mathematische Verwendung 
von Verhältnissen darauf hin an, ob eine Addition und ggfs. welche Addition jeweils sinnvoll ist, 
dann erscheint die „falsche“ Addition oft als natürlicher als die Bruchaddition. Die Bruchrechnung 
rekurriert in der Tat massiv auf Teilungen von ein und demselben Ganzen (bzw. ein und denselben 
mehreren Ganzen), das mit Maßeinheiten noch angedeutet, bei den rationalen Zahlen aber bewußt 
unterschlagen wird. Das provoziert viele der erwähnten Fehlleistungen (vgl. das obige Zitat aus 
Padberg, S. 64). Vermutlich könnte man dem wesentlich besser beikommen, wenn man Brüche als 
besondere Proportionen einführte. Daß Logos, Ratio, Verhältnis und Proportion immer noch im 
kollektiven Bewußtsein verankert sind, hat einen tiefen Sinn. Im Alltag und in Anwendungssituati-
onen sind jedenfalls gefühlssichere Vergleiche von Proportionen allemal wichtiger als der Körper 
der rationalen Zahlen. Trotzdem sollte weiter versucht werden, alle Zwölfjährigen mit der Bruch-
rechnung vertraut zu machen, weil sie als Propädeutik der Algebra im vertrauten Zahlgewand 
Teilhabe an der mathematischen Kultur in Wirtschaftsleben und Wissenschaft allen zugänglich 
machen soll. Bruchrechnung und Verhätnisaspekt gehören nebeneinander, nicht durcheinander in 
die „Orientierungsstufe“ (5./6. Schuljahr), weil sie orientieren und (rechtzeitig) grundlegen. Es 
handelt sich um wesensverschiedene Aspekte, die im Bruchbegriff zwar gemeinsam verkörpert, 
aber mitnichten verschmolzen sind. Dies herauszuarbeiten würde zwei Jahre Mathematikunterricht 
wohl rechtfertigen.  
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